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olarak sunulmadigini beyan eder, aksi bir durumda aleyhime dogabilecek tiim hak
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Bu tez galismasinda, 6zel say1 dizileri olan Fibonacci, Lucas, Pell, Pell-Lucas ve
tribonacci say1 dizileri ve bu sayi dizileri ile iliskili polinomlar ve iliskili binom katsayilar
calisilmigtir. Ayrica Fibonacci polinomlart ile olusturulmus binomiyel katsayilar olan
gibonomiyel katsayilar verilmistir. Bu tez calismasi yedi boliimden olusmaktadir. Birinci
boliimde, calisma ile ilgili literatiir bilgisi verilmistir. Ikinci boliimde, calisma ile ilgili
temel bilgilere, tamim ve teoremlere yer verilmistir. Ugiincii boliimde, binom katsayilar ve
bu katsayilarin o6zellikleri incelenmistir. Dordiincti boliimde, genellestirilmis binom
katsayilarindan olan Fibonomiyel katsayilar ve Gauss binomiyel katsayilar detayli olarak
verilmigtir. Besinci boliimde, 6zel say1 dizileri ile iliskili polinomlar olan Fibonacci
polinomlari, Lucas polinomlari, Pell polinomlari, Pell-Lucas polinomlari, tribonacci
polinomlar1 ve gibonacci (genellestirilmis Fibonacci) polinomlari galisilmistir. Son olarak
altinci bdliimde ise, Fibonacci polinomlari ile iligkili binom katsayilar1 olan gibonomiyel
katsayilar verilmistir. Yedinci boliim olan Sonu¢ ve Oneriler boliimiinde ise yapilan
calisma Ozetlenmis, degerlendirmeler yapilmis ve ileride yapilabilecek ¢aligmalar ile ilgili
bazi 6nerilerde bulunulmustur.
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ABSTRACT
MASTER THESIS

GENERALIZED BINOMIAL COEFFICIENTS RELATED TO SPECIAL
NUMBER SEQUENCES

SABAHATTIN VATANBEKCISI

YOZGAT BOZOK UNIVERSITY
SCHOOL OF GRADUATES STUDIES

DEPARTMENT OF MATHEMATICS

SUPERVISOR: ASSOC. PROF. DR. FUNDA TASDEMIR

In this thesis, Fibonacci, Lucas, Pell, Pell-Lucas and tribonacci number sequences,
which are special number sequences, and their associated polynomials and associated
binomial coefficients are studied. In addition, gibonomial coefficients, which are binomial
coefficients created with Fibonacci polynomials, are given. This thesis consists of seven
chapters. In the first chapter, literature information about the study is given. In the second
chapter, basic information about the study, definitions and theorems are given. In the third
chapter, binomial coefficients and their properties are examined. In the fourth chapter,
Fibonomial coefficients and Gaussian binomial coefficients, which are generalized
binomial coefficients, are given in detail. In the fifth chapter, Fibonacci polynomials,
Lucas polynomials, Pell polynomials, Pell-Lucas polynomials, tribonacci polynomials and
gibonacci (generalized Fibonacci) polynomials, which are polynomials associated with
special number sequences, are studied. Finally, in the sixth section, gibonomial
coefficients, which are binomial coefficients associated with Fibonacci polynomials, are
given. In the seventh chapter, the Conclusion and Suggestions, the study is summarized,
evaluations are made and some suggestions are made regarding the future studies.

2021, x+52

KEYWORDS: Generalized binomial coefficients, Fibonomial coefficients, Gaussian
binomial coefficients, Gibonomial coefficients.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Calisma boyunca kullanilan simgeler asagida verilmistir.

Simgeler Aciklamalar

F, : n. Fibonacci Sayisi

F,! : n. Fibonacci Faktoriyel
fn(x) : n. Fibonacci Polinomu
gn(x) : n. Gibonacci (genellestirilmis Fibonacci) Polinomu
L, : n. Lucas Sayisi

L.(x) : n. Lucas Polinomu

P, : . Pell Sayisi

Pn(x) : n. Pell Polinomu

Q. : n. Pell-Lucas Sayisi
q.(x) : n. Pell-Lucas Polinomu
T, : n. Tribonacci Sayisi
t,(x) : n. Tribonacci Polinomu
(1,:) : Binom Katsay1

(Z)F : Fibonomiyel Katsay1
(Z)q : Gauss Binomiyel Katsay1
[[Z” : Gibonomiyel katsay1



1. GIRIS

Fibonacci, Ortagag Avrupa’sinin 6nde gelen matematik¢ilerinden biridir. 1170
yilinda italya’nin Pisa sehrinde, zengin bir tiiccar ailesi olan Bonacci ailesinin ¢ocugu
olarak diinyaya gelmistir (“Fibonacci” ismi Bonacci’lerin oglu anlamina gelen “Filius
Bonacci” isminin kisaltilmasidir). Babasi Afrika'nin kuzey kiyisinda Bugia’de glimriik
tahsildariyken Fibonacci’yi Hint - Arap say1 sistemi ve hesaplama yontemleri ile tanistirdi.
Yaygin seyahat ve hesaplamali sistemlerin kapsamli ¢alismasindan sonra Fibonacci,
1202'de 6nde gelen eseri olan Liber Abaci (Abakiis Kitabi) adli kitabin1 yazmistir. Kitap,
temel cebir ve aritmetik bilgilerini icermekte olup, Hint - Arap sayi1 sistemini ve aritmetik
algoritmalarin1 Avrupa’ya tanitan kitap olarak bilinmektedir. Fibonacci, kitabinda tavsan
ciftligi olan bir arkadasiyla ilgili oldugunu iddia ettigi bir problem ortaya atar. Bu
probleme gore arkadasinin ¢iftligindeki tavsanlar dogduklar ilk iki ay yavru yapamazlar.
Uciincii aydan itibaren her ¢ift tavsan her ay bir ¢ift yavru yapar. Tavsanlarm hig
Olmedikleri gibi ideal varsayimlar altinda herhangi bir n. ayda ciftlikte toplam kag ¢ift
tavsan vardir? Buna gore belli bir aydaki ¢ift sayis1 dnceki iki ayin toplamina esittir. O
halde tavsan ¢ifti sayilar1 aylara gore bir yil icinde 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144
olacaktir. Bu say1 dizisi 6. yiizyildan beridir Hint matematikgiler tarafindan bilinmekteydi
ancak Avrupa'ya ilk olarak Fibonacci tarafindan tanitilmistir (Parmanand, 1985;1986).
Fibonacci’nin kendisi bu say1 dizisi iizerinde bir ¢aligma yapmamustir. Hatta bu say1 dizisi
tizerinde 19 uncu ylizyiln baglarina kadar ciddi bir arastirma yapilmadigi da
belirtilmektedir. 19. ylizyilda Fransiz matematik¢i Edouard Lucas bu say1 Oriintiisiine
Fibonacci dizisi adim1 verdi. Edouard Lucas var olan Fibonacci say1 dizisindeki baslangi¢
degerlerini degistirerek Lucas sayilarini olusturmustur. Bunlar; 2, 1, 3, 4, 7, 11, 18, 29, 47,
76,123, ... dir.

Fibonacci sayilar1 ti¢ nedenden dolayi biiyiik 6nem arz etmektedir. Birincisi dizinin
ilk elemanlarinin dogada bitkilerde, boceklerde kisacasi bir¢cok yerde karsimiza ¢ok sik
¢ikmasidir. ikinci olarak dizinin bir terimini kendinden dnceki terime boldiigiimiizde hep
ayni oran1 vermesidir. “Altin oran” denilen bu say1 viicudumuzdaki oranlardan Misir’daki
piramitlere kadar sayisiz alanda karsimiza ¢ikmaktadir. Ugiincii olarak bu sayilarin sayilar

teorisinde ¢ok ilging 6zelliklerinin bulunmasidir.



n eleman arasindan kag¢ farkli bi¢imde k elemanin segilebileceginin sayis1 olan
binom katsayilar1 olduk¢a genis bir calisma alanina sahiptir. Bu nedenle, binom
katsayilarinin genellestirilmeleri de son yillarda olduke¢a popiiler olmustur. Bu anlamda ilk
olarak 1915 yilinda Fontene, genellestirilmis binomiyel Katsayilarini tanimlamistir
(Fontené, 1915). Daha sonra Ward tarafindan 1936 da bu katsayilar yeniden tanimlamistir
(Ward, 1936). 1969’da Gould bu sayilara Fontené-Ward binomiyel katsayilar ismini
vermistir (Gould, 1969). Krot (Krot, 2004) ve Gould (Gould, 1974) Fibonomiyel katsayilar
ile ilgili 6nemli galismalar yapmustir. Seibert ve Trojovsky (Seibert, Trojovsky, 2005),
binomiyel katsayilarinda oldugu gibi Fibonomiyel katsayilarda da Pascal {iggeni
olusturulabilecegini  ve binomiyel 6zdesliklerin ~ Fibonomiyel Kkatsayilara da
uygulanabilecegini gostermistir. Dziemianczuk (Dziemianczuk, 2009), Fibonomiyel
katsayilarin bazi Ozelliklerini vermistir. Kwansniewski (Kwansniewski, 2009), binom

aciliminin Fibonomiyel katsayilar i¢in de saglandigini géstermistir.

Fibonacci ve Lucas dizilerine benzer olarak tanimlanan ve bu dizilerin
genellemeleri olan baska sayir dizileri de vardir. Fibonacci ve Lucas sayilarinda iki
baslangi¢c kosulu ile her bir saymin kendisinden onceki iki saymin toplami olmasi séz
konusu oldugu biliniyor. Bunun yerine ii¢ baslangi¢ kosulu ile her bir sayinin kendisinden
onceki {i¢ sayinin toplami olmasi durumu diisiiniilmiistiir. Bu dizi Feinberg (Feinberg,

1963) tarafindan 1963 yilinda tanimlanan triboncci dizisidir (Koshy, 2016).

Fibonacci polinomlart ilk olarak 1883 yilinda Belgikali matematik¢i Eugene C.
Catalan ve daha sonra Alman matematik¢i Ernst Jacobsthal (1882-1965) tarafindan
aragtirtldi. Aym1 derecede iinlii Lucas polinomlart 1970 yilinda Marjorie Bicknell
tarafindan calistlmistir (Bicknell, 1970). Fibonacci ve Lucas sayilar1 gibi 6zel sayi
dizileriyle olusturulan polinomlara 1973 yilinda Hoggatt ve Bicknell (Hoggatt, Bicknell,
1973) ortak caligmalarinda yer vermislerdir. Fibonacci ve Lucas polinomlari, daha genis
bir tamsayi ailesi olan gibonacci (genellestirilmis Fibonacci) polinomlar1 ailesine aittir
(Koshy, 2019).

Son zamanlarda ¢alisilan genellestirilmis binom katsayilarindan olan gibonomiyel

katsayilar Fibonacci polinomlar ile iligkili binom katsayilaridir (Koshy, 2019).

Bu ¢alismada binomiyel katsayilar, Fibonomiyel Kkatsayilar, Gauss binomiyel
katsayilar ve gibonomiyel katsayilar detayli olarak incelenmistir. Bu konular ele alinmadan

once 0zel say1 dizileri ile olusturulan polinomlar olan Fibonacci polinomlar, Lucas



polinomlar, Pell polinomlar, Pell-Lucas polinomlar, tribonacci polinomlar ve son olarak

gibonacci polinomlar1 da incelenmistir.



2. TEMEL BIiLGILER

Bu boliimde Fibonacci ve Lucas sayilarindan ve bu sayi dizilerinin kullanim

alanlarindan bahsedilecektir.

2.1. Fibonacci ve Lucas Sayilar

Tamm 2.1.1. (Fibonacci Sayilar)

Fb =0, F; =1 n>=2 i¢in F, = F,_4 +F,_, yineleme bagmtis1 ile
tanimlanan tamsayilar dizisindeki sayilara Fibonacci sayilar1 denir ve n. Fibonacci sayisi

E, ile gosterilir.

Baslica Fibonacci sayilari:
0,1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55, 89, ... seklindedir.

Tanim 2.1.2. (Lucas Sayilar)

Lo =2, L4 =1 n=>=2 imn L, =L, ; +L,_, yineleme bagmtis1 ile
tanimlanan tamsayilar dizisindeki sayilara Lucas sayilart denir ve n. Lucas sayist L, ile

gosterilir.

Baslica Lucas sayilari:
2,1,3,4,7,11,18,29,47,76,123, ... seklindedir.

Tamm 2.1.3. (Pell Sayilar)

P =0, P, =1 n=2 i¢cin B, = 2P,_; +P,_, yineleme bagmntis1 ile
tanimlanan tamsayilar dizisindeki sayilara Pell sayilari denir ve n. Pell sayis1 B, ile

gosterilir.

Baslica Pell sayilari:

0,1,2,5,12,29,70,169,408, ... seklindedir.
Tamim 2.1.4. (Pell-Lucas Sayilari)

Qo =2, Q, =2, n=2 icin Q, = 2Q,_1 +Q,_, yineleme bagintis1 ile
tanimlanan tamsayilar dizisindeki sayilara Pell-Lucas sayilar1 denir ve n. Pell-Lucas sayisi

Q,, ile gosterilir.



Baslica Pell-Lucas sayilart:
2,2,6,14,34,82,198,478,1154, ... seklindedir.
Tamim 2.1.5. (Altin Oran)

Altin oran, matematik ve sanatta, bir biitlinlin pargalar1 arasinda gozlemlenen, uyum
acisindan en yetkin boyutlari verdigi sanilan geometrik ve sayisal bir oran bagmtisidir. Ilk
olarak kimler tarafindan kesfedildigi bilinmese de, Misirlilar’in ve Yunanlilar’in bu konu
lizerinde yapmis olduklar1 bazi ¢alismalar oldugu gériilmektedir. Oklid, milattan dnce
30010 yillarda yazdigr “Elementler” adli tezinde “u¢ ve Onemli oranda bolmek™ olarak
altin oran1 ifade etmistir. Misirlilarin Keops Piramidinde, Leonardo da Vinci’nin “ilahi
Oran” adli ¢alismada sundugu resimlerde kullanildigi bilinen "altin oran", “Fibonacci

Sayilar1” olarak da bilinmektedir.

Bu oranin kisaca gosterimi:

1++/5

~ 1,618
seklindedir.

Bir Fibonacci sayisinin kendinden 6nceki Fibonacci sayisina bolimii ile elde edilen
sonug, 1,618...'dir. Ornegin; 6765 / 4181 = 1,618... sonucunu vermektedir. Bu durum,
89’dan daha kiiciik olan Fibonacci sayilari i¢in 0,01 gibi kiigiik bir farklilikla ortaya ¢iksa
da, biiyiik sayilarin tamaminda sonu¢ aymidir. Yani dizideki ardisik iki saynin orani,
sayilar biiyiidiikge Altin Oran'a yani 1.618'e yaklasir, 89/55 ve sonrasinda ise 1.618...'de

sabitlenir.
Teorem 2.1.6. (Binet Formiilleri)

x%2 — x — 1 = 0 karakteristik denkleminin kokleri a ve B olmak iizere F, Ve

L,, icin Binet formiilleri sirasiyla

a™ — B
R=2 P
a—p

ve
L, =a™+p"

seklindedir (Ozvatan, 2018).



Burada

dir.

Benzer sekilde x? — 2x — 1 = 0 karakteristik denkleminin kokleri y ve § olmak

tizere P, ve Q, i¢in Binet formiilleri sirasiyla

n_ sn
Pnzyy:g
ve
n o sn
Qu=T3°
dir. Burada
y=1+v2 ve §=1-+2
dir.

E, ve L, i¢in Binet formiillerinden
Fo =ED"™E  ve L, =(-1)"L,
P, ve Q,icin Binet formiillerinden
Pp =CED™HR ve Q. =(D"Qn
elde edilir.
Tamim 2.1.7. (Gibonacci Sayilar)
G, =a, G, =b, n>3 i¢cin G, = Gp_1 + G,_, yineleme bagmtis1 ile
tanimlanan Sayilara gibonacci sayilar1 denir ve n. gibonacci sayisi G,, ile gosterilir.
Baslica gibonacci sayilari:
a, b, a+b, a+2b, 2a+ 3b ve3a+5b, ...

seklindedir (Benjamin, 1999).



3. BINOM KATSAYILARI

Binom sozcigi iki terim iceren ifadeler i¢in kullanilan Yunanca

sozcligiinden gelmektedir.

3.1. Binom Katsayisi

Tanim 3.1.1.

n ve k negatif olmayan tam sayilar olsun. 0 < k < n olmak iizere

(0= 5=
k)l (n—=Ik)k!
ifadesine binom katsayis1 denir.

n<kise (Z) =0 ve 0! = 1 olarak tanimlanir.

“binome”

Ornegin, diizlemde herhangi {i¢ tanesi ayn1 dogru iizerinde bulunmayan n tane

noktadan (721) tane dogru geger.

3.2. Kombinasyon Ozellikleri

Teorem 3.2.1.

n ve k negatif olmayan tamsayilar olsun. 0 < k < m < n olmak lizere asagidaki

ozellikler vardir (Eren, 2015).

D (o) = ()=

D)=
9= )



Teorem 3.2.2. (Pascal Ozdesligi)

k < n olmak tizere n ve K pozitif tamsayilar olsun. Bu durumda asagidaki 6zdeslik

saglanir.

=G+

Ispat

n-1 n-1\ _ (n-1)! (n—1)!
(k—l) + ( k ) T (k—D!(n—k)! * k!(n—k—1)!

_ k(n—-1)! + (n—k)(n—-1)!
T k(k-1)!(n—k)!  k!(n—k)(n—k—-1)!

_ k(n-1)! + (n—k)(n—-1)!
T kli(n=k)! k! (n—k)!

_ (n—-1)!(k+n—k)
T kl(n-k)!

_ n(n-1)!
" kl(n—k)!

_ n!
" kl(n—k)!

( )
k
olup ispat tamamlanir.

Teorem 3.2.3.

Her n > 0 tamsayist i¢in (Z) tamsay1dir.

3.3. Pascal Uggeni

Binom katsayilarindan olusan {iggensel bir dizidir. Fransiz matematik¢i Blaise
Pascal'in soyadiyla amlsa da Pascal'dan énce Hindistan, iran, Cin, Almanya ve ltalya'da
matematikciler tarafindan calisilmistir. Omer Hayyam tarafindan  olusturulmustur.

Asagidaki sekillerde Pascal Uggeni verilmistir.



Pascal Uggeni



Baslica binom katsayilar1 asagidaki tablo ile de verilebilir.

Tablo 3.1. Binom katsayilar1

n n n n n n n n n
"1 QGGG 6 K6 G
0 1 1
1 1 1 2
2 1 2 1 4
3 1 3 3 1 8
4 1 4 6 4 1 16
5 1 5 10 10 5 1 32
6 1 6 15 20 15 6 1 64
7 1 7 21 35 3 21 7 1 128
8 1 8 28 56 70 56 28 8 1 | 256

Pascal tiggenin bir¢ok ilging 6zelligi de vardir. Bunlardan bazilart:

Her satir 1 ile baslayip 1 ile biter.

Pascal iicgeni, ortasindan gecen dikey bir ¢izgi etrafinda simetriktir. Bu Teorem
3.2.1. (2) ye gore de boyledir.

Her satirdaki herhangi bir say1, bir onceki satirdaki o sayinin hemen solundaki ve
sagindaki sayilarin toplamidir. Bu, Pascal'in 6zdesliginden de dogrulanir.

n. satirdaki sayilarin toplami 2™ dir.

Simdi verilecek olan teorem ile (x +y)"™ binom ag¢ilimini bulmada binom

katsayilarindan nasil yararlanildigi gosterilecektir. Ispati tiimevarim ydntemi veya

kombinatorik kullanilarak yapilabilir. Birincisi biraz uzun, ikincisi ise daha kisadir.

Teorem 3.3.1. (Binom Teoremi)

dir.

x,y reel sayilar ve n negatif olmayan bir tamsay1 olmak {izere,

n

(x + y)n — Z (Z) xk yn—k

k=0

Binom teoreminin bazi ilging ve faydali sonuglar1 vardir. Bu sonuglar asagida ispatsiz

olarak verilmistir.



Sonuc¢ 3.3.2.

n

1+x)" = z (Z) x¥

k=0

A=0m =) (1 () «*
k=0

Sonuc¢ 3.3.3.



4. GENELLESTIRILMIS BINOM KATSAYILARI

n = k dogal sayilari i¢in U,, dizinin n. terimini gostermek tizere

(n) _ (n) _ UnUn—l Un—k+1
k U k UkUk_1 an U1
ve

5)=(C)=1 n<kveyak <0igin(}) =0

ile tanimlanan sayilara genellestirilmis binomiyel (Fontené-Ward) katsayilar denir (Gould,

1969). Bu katsayilardan bazilart:

U, = n icin binomiyel katsayilar,

U, = F, i¢in Fibonomiyel katsayilar,
U, = L, icin Lucanomiyel katsayilar,

U, =1-—q" i¢in Gauss binomiyel katsayilardir.

4.1. Fibonomiyel Katsay1

Tamm 4.1.1. (Fibonacci Faktoriyel)
n > k dogal sayilar, F,, n. Fibonacci sayis1 ve Fy! = 1 olmak {izere
E'=EF,_,..Fh2F

ifadesine n. Fibonacci faktoriyel denir. (Akkus, 2011)

(Tl) F! _ EiFn 1 Fugs ﬂFn—j+1

k
Wr  FlF ol FeFeq o B F;
]:

=1
ifadesine Fibonomiyel katsay1 denir.
Asagida Fibonomiyel katsayilarin 6zellikleri verilmektedir.
Ozellikler 0 < k < n olmak iizere,

Ozellik 1

dir.



Ornek,

(o)
0/F
Ozellik 2

dir.

fspat

olup ispat tamamlanur.

Ozellik 3

dir.

fspat

F!

T FaolFy FylFp gl

F5! _(3) :E:1
F

( n ) Fo k1 _ FoFn 1 Foge2 Fagi
k—1/5

bulunur.

Ozellik 4

dir (Dziemianczuk, 2009).

Fi

Fie_y! " F

_ FnFn—l Fn—k+1 _

n
=W,



Ornek,

Ozellik 5

dir.

fspat

bulunur.

Ozellik 6

fspat

),(),=0),623),-6),6),

Fs' F! _ F5! Fy
F\F,\F, F,!  F,FF,\F,!

n EF, ... F,_
) _Fknnl n—k+1
F Fy!



_ FnFn—l Fn—k+1 Fk

Fp!
— Fn Fn—l Fn—k+1
F_4!
—F (n — 1)
- "\k-1/
bulunur.
Ozellik 7

Fe (i)

. = p—k+1 (k ﬁ 1)F

dir (Gould, 1974).

Ozellik 8 (Pascal Kurali )

(n) £ (n—l) L F (n—l)
k F_ n—-k—-1 k_l r k+1 k -

dir (Kwansniewski, 2009). Bu 6zellik ayn1 zamanda Fibonacci katsayilari igin rekiirans

bagintisidir.
Ozellik 9

n =1, + i, + -+ i, olmak lizere

n n n—i nN—iq—iy——1i,_
(i) =)+ +e(00)
i1, ) lk/ & i1/ g iy Iy

F F

dir (Dziemianczuk, 2009).



4.1.1. Fibonomiyel Pascal Ucgeni

Fibonomiyel katsayilar, binom katsayilarinda oldugu gibi bir simetrik Pascal

ticgenine sahiptirler.

Fibonomiyel Pascal Uggeni

Fibonomiyel Pascal Uggeni



Teorem 4.1.1. (Binom Teoremi)

x,y reel sayilar ve n negatif olmayan bir tamsay1 olmak iizere

(x+y)r" = Z (:) xl ynk

dir (Kwansniewski, 2009).

Ornek

3

G+ = ) (2)F xk y3k

k=0
= (7 + @ + Q) + (), *°

= y3 + 2xy? + 2x%y + x3

4.2. Gauss Binomiyel (g-Binomiyel) Katsayi

Bu boliimde g-binomiyel katsayilar1 ve 6zellikleri incelenecektir.
Tanim 4.2.1.

N, k negatif olmayan tam sayilar olmak {izere,

— — on-1 n-2
[n] q—1 " +q" "+ -+ 1
seklinde tanimlansin.
[n]! = {1, n=0
"= 1nln-1][n - 2] ..[1], diger durumlarda

i¢cin

(n) [n]! _[nlln-1][n-2]..[n—k+1]
k/ 4 [n— k]! [k]! [k][k — 1][k — 2] ... [1]
ile tanimlanan ifadeye Gauss binomiyel (q-binomiyel) katsay1 denir.

Burada g —» 1~ yaklastiginda,

lim[n] = lim (@ '+q¢"2+--4+1)=n
q-1 g1

ve



olur.

Ornek

Ozellikler 0 < k < n olmak iizere,

Ozellik 1

() = () =1
dir.
Ozellik 2

0 ="
dir.
fspat

n [n]! B [n]!
(k)q [mn—k|'[k]! [n—k]'[n—(n—k)]

Ozellik 3 (g-Pascal Kurali)

1 < k <n — 1 olmak iizere,
n n—1 n—1
(), = Ge—a) v (")
kq k_lq q

ve

!:(

n
n—k

)

q



q
dir.
Ispat
[n]=q¢"""+q"*+-+1
=gVl gt b gh 1
=@+ T+ D+ T T g g+ D)
= [k] + q*[n — k]
seklinde elde edilir.
O halde
(n) Iy lln—-1]t  [n—100([k] + ¢¥[n — kD)
k/g [n—k]'[k]! [k]'[n—k]! [k]! [n — k]!
[n —1]! q*[n - 1]!
=1 —kl  klln—k— 1]
n—1 c(n—1
=(k—1)q+q ( k >q
elde edilir.
Benzer sekilde,
n n
0=,
(I
n—1 n—1
= () ),
seklinde elde edilir.

4.2.1. Gauss Binomiyel Pascal Ucgeni

Tipki binom katsayilarinda ve Fibonacci katsayilarinda oldugu gibi g —binom
katsayilarinda da Pascal iicgeni elde edilebilir. Ayrica yukaridaki Ozellik 2’de de

goriildiigii gibi bu liggen simetriktir.



1 1
1 1+g¢q 1
1 1+ q+ q* 1+ q+q? 1
1 1+q+q*>+¢q° 1+q+qg>)(1+q¢% 1+q+q*+¢q° 1

Gauss Binomiyel (g —Binomiyel) Pascal ti¢geni

n

(x+y)" = z (Z) xynh

k=0

formiiliiniin binom katsayilar1 i¢in genel formiil oldugunu biliyoruz. Simdi g —Binom

katsayilar1 i¢inde genel bir formiil verilsin.
Tanim 4.2.1.1.

n = 1 olmak iizere,

(x +y)7ql = (x +J’)q + (x + qy)q + (x + qzy)q +ot (x + qn—ly)q

n
n k(k-1)
(k) CIT xn—k y k
k=0 1
seklinde tanimlanmaistir.

Teorem 4.2.1.2.

q, x ve y ile komiitatif ve yx = qyx ise

n

(x+y)" = Z (Z) xlynk

k=0

dir (Kizilates, 2012).



Ispat
Ispatin1 timevarim yéntemi ile yapalim.

n = 1 i¢in saglandig1 agiktir.

1 1
(x+y)=( ) y+( ) X=y+x
0 q 1 q
yEx =y lyx = y*¥ lqyx = qy*tyx = qy*%yxy = qy*2qxy? = - = qFxy¥

elde edilir.

n i¢in dogru oldugunu kabul edip n + 1 i¢in dogrulugunu gosterelim.

(x+y)™=x+y)"(x+y)

- (zn: (Z)q xky”"""> (x +)

- xn+1 + yn+1 + ZZ=1(nzl)quyn+1_k

n+1
— k,n+1-k
Z( k )qx Y



elde edilir.
Teorem 4.2.1.3.

q , x 1ile komiitatif bir degisken olmak iizere,

n n-1
K\ /M
> a0 # = [ Ja s
k/q
k=0 r=0
(Corcino, 2008) dir.
Ornek

n = 2 i¢in teoremi uygulayalim.

40(3) =0 () a0 ) = 49 0) =
q q q

2
k=0 q

=1+ (q+ Dx + gx*

=1 +xq"(1 + xq)

= ﬁ(l +xq")
r=0

dir.



5. OZEL SAYI DiZiLERI ILE ILiSKiLIi POLINOMLAR

5.1. Fibonacci ve Lucas Polinomlari

Fibonacci polinomlar1 f,,(x) ilk olarak 1883 yilinda Belgikali matematikgi
Eugene C. Catalan ve daha sonra Alman matematik¢i Ernst Jacobsthal (1882-1965)
tarafindan arastirildi. Ayni derecede tinlii Lucas polinomlart L,(x) 1970 yilinda Marjorie
Bicknell tarafindan calisilmistir. Fibonacci ve Lucas polinomlari, daha genis bir tamsay1
ailesi olan gibonacci (genellestirilmis Fibonacci) polinomlart g,(x) ailesine aittir.

Gibonacci polinomlari sonraki boliimde detayl olarak verilecektir.
Tanim 5.1.1.
n = 2 olmak iizere
In(X) = Xgn—1(%) + gn—2(x)

rekiirans bagintisinda baslangi¢ degerleri olan gy(x) = 0 ve g,(x) = 1 olarak alindiginda

9n(x) = f,,(x) Fibonacci polinomu elde edilir.
Ornegin f,(x)ve f3(x) polinomlar
() =xf1() + fo(x) =x.1+0=x
ve benzer sekilde,
L) =xfHG) + filx) =x.x+1=x*+1

dir



Ik 10 Fibonacci polinomu asagidaki tabloda verilmistir.

Tablo 5.1. Ilk 10 Fibonacci polinomu

fa ()

1

x

x2+1

x3 + 2x
x*+3x2+1

x° + 4x3 + 3x

x6 +5x* + 6x% +1
x7 + 6x5 + 10x3 + 4x

O 0O N O Ul b W N RS

x84+ 7x0 +15x* +10x%2 4+ 1
x% 4+ 8x7 + 21x° + 20x3 + 5x

—_
(e)

go(x) = 2 ve g,(x) = x olarak alindiginda g, (x) = ,,(x) Lucas polinomu elde edilmis

olur.
Ornegin I,(x) ve I3(x) polinomlar
L(x)=xl;(x)+,(x)=x.x+2=x%+2
ve benzer sekilde,
I3(x) =xL,(x) + L;(x) =x(x?+2) + x = x3 + 3x

dir.



Ik 10 Lucas polinomu asagidaki tabloda verilmistir.

Tablo 5.2. 1lk 10 Lucas polinomu

€3]

x

x?+2

x3 + 3x

x* + 4x?% + 2

x° + 5x3 + 5x

x6 + 6x* + 9x2 + 2

x7 4+ 7x5 + 14x3 + 7x

x8 + 8x% + 20x* + 16x2 + 2

O O N O Ul b W N RS

x% 4 9x7 + 27x°% + 30x3 + 9x
x10 4+ 10x8 + 35x° 4+ 50x* + 25x%2 4+ 2

=
o

Agik olarak F, = f,(1) ve L, = L,,(1) dir.

Dikkat gekici bir diger 6zellik ise n tek ise f,, ¢ift bir fonksiyon, n ¢ift ise f,, tek bir

fonksiyondur. Yine n tek ise [,, tek bir fonksiyon, n ¢ift ise L, ¢ift bir fonksiyondur.

Tablo 5.3. Uggensel A dizisi

ki O 1 2 3 | Katsayilar

n Toplami
1 1 1

2 1 1

3 1 1 2

4 1 2 3

5 1 3 1 5

6 1 4 3 8

7 1 5 ™~ 6 1 13

8 1 6 (10) 4 21

Tablo 5.2. ve Tablo 5.3. incelendiginde bazi 6zel durumlar icerdigi goriilmektedir.

Bunlar1 gérmek i¢in, Fibonacci polinomlarinin sifir olmayan katsayilarini sola dayali bir A



n(n+1)
2

dizisinde Tablo 5.3. deki gibi diizenleriz. Dizinin 2. siitunu t,, = ticgen sayilarindan

olusur ve n'inci satir toplami F, yani Fibonacci sayilarini gostermektedir.

ank dizininin n. satir k. siitunundaki elemanlar1 gostersin. Burada a, , f, deki

n—-2k-1

=

nin katsayisidir. Yani, ap, = (n_ll;_l) dir. Burada hatirlatalim ki

YR

k=0
dir (Koshy, 2017).
Sonug olarak n = 3 ve k > 1 olmak iizere
A0 = g0 =1
Anj = An-1k T An-2k-1
olarak tanimlanabilir.

n. artan kdsegen toplami d,, ile gosterelim. d,, dizisi 1, 1, 1,2, 3,4, 6,9, 13, 19...
seklinde ilging bir model gosterir. Ayn1 zamanda d,, dizisi n > 4 i¢in asagidaki indirgeme

bagintisi ile tanimlanabilir,

7
7

W

a

(op]
[EY
o
SN

o



oldugundan
[(n—1)/3]
dp = z An—rk,k
k=0
n—-1
=
_ z (n — 2k — 1)
B k
k=0
olur.
Ornekler ile agiklayacak olursak
8—-1
lT 2
4. = Z (8—2k—1)_z<7—2k>
"4 k - k
k=0 k=0

() () ()-rrsrans

bulunur.
=5
4. = 11-2k—-1
1 ( k )
k=0
3
_ 2 (10 — 2k
)
k=0
=(0)+()+()+ ()
—\o ) 1 2 3
=14+8+15+4=28
bulunur.

Azalan kosegen toplamlart asagidaki dizide de goriilecegi gibi yine ilging bir

dizilim sergiler. Bu toplamlar1 q,, ile gosterelim. q,, dizisi: 1, 2, 4, 8, 16, 32...seklindedir.



y

2
1 4 4
1 5 6

8
1 6 10 4

n = 1 i¢in n'inci azalan kosegen toplami

n-—1

qn = Z An+k,k

k=0

DIGRES

n
k=0

=

dir.

Lucas polinomlarinin sifir olmayan katsayilar1 da ilging 6zellikler gosterir.

Tablo 5.4. Uggensel B dizisi

ki O 1 2 3 4 | Katsayilar

n Toplam1
1 1 1

2 1 2 3

3 1 3 4

4 1 4 2 7

5 1 5 5 11

6 1 6. 9 2 18

7 1 7 \14 7 29

8 |1 8 16 2 47




Yukaridaki Tablo 5.4.‘de Lucas polinomlarinin sifir olmayan katsayilarii sola
dayali bir dizide diizenlenerek olusturuluyor. Burada katsayilar toplami L, yani Lucas

sayilarin1 gostermektedir.

n>1ve k>0 igin b, dizininin n. satirindaki ve k. siitunundaki elemanini

gostersin. Sonug olarak:

1)2!}10 b = Ly dir.
2) bn,k = bn—l,k + bn—Z,k—l dir. Burada bl,O =1= bz’o, b2,1 = 2,71 > 3ve k = 0.

3) x, n’inci artan kdsegen toplamini gostersin. Bu durumda, x; =1 =x,, x3 =3 ve

n = 4 icin genel denklemi x,, = x,,_; + x,43 dir.

l(‘n—l)/3l ﬂ

Dxn=Yheo o ("2) dir.
Ornegin,
l7—1/3J
y 7—k (7 — Zk)
X7 = 7-2k\ &k
k=0
2]
_ 7—k (7 — Zk)
CLu7-2k\ k
k=0

=7(0)+5(1)+3() -

5.1.1. Fibonacci ve Lucas Polinomlar icin Binet Benzeri Formiiller

9n = XGn-1 + gn—, indirgeme bagintisini ve baslangi¢ degerlerini kullanarak f,,

ve [, polinomlari i¢in Binet formiilleri sirasiyla

an_’Bn
L

ve
L, =a™+p"

seklindedir. Burada



x+ A x—A

5’ BZB(X)=T

a=alx) =
t? — xt — 1 = 0 karakteristik denkleminin kokleri ve A = A(x) = Vx2 + 4 dir. Dikkat
edilirsea+f =x, a—f =Aveaf =—1dir.

a=oaf; +f, ve a? =ax+ 1 oldugundan n > 1 igin tiimevarim ydnteminden

a™ = af, + fn_1 oldugu kolaylikla goriiliir. Benzer olarak ™ = Bf,, + f_1 olur.

fn Ve l,i¢cin Binet formiilleri kullanilarak Fibonacci ve Lucas polinomlarinin

tanimlar1 negatif indislerine genisletilerek
fon =DM ve Ly = (=DM,
ile tanimlanur.
Simdi Fibonacci polinomlarin katsayilarinin Pascal liggeniyle iligkisini verecegiz.
5.1.2. Fibonacci ve Lucas Polinomlarinda Pascal Ucgeni

Fibonacci ve Lucas polinomlarmi farkli olarak asagidaki sekilde de

tanimlayabiliriz:
]

fa+1 = z (n ; k) x"2k;

B

n m-—=k
— n-2k
l"_Zn—k( k >x

k=0

dir. Ispat1 timevarim yontemi ile kolaylikla gosterilebilir.

Ornegin,

4 3 2
_ 4 2 0
s <o)x +(1)x +(2)x
=x*+3x2+1

fs polinomunun katsayilar toplam1 1 4+ 34+ 1 =5 = F; dir.

Asagidaki Pascal tiggeninin kuzeydogu kdsegeni boyunca yazilan sayilar Fibonacci
polinomlarimizin katsayilarin1 vermektedir. Bu durum Fibonacci sayilarinin Pascal {iggeni

ile glizel bir iliskisini daha ortaya ¢ikarmaktadir.



Pascal Uggeni

Fibonacci polinomunu bulmanin bu yontemi, farkli bir sekilde de ifade edilebilir.

Bu kez sola dayali bir liggen dizi olusturacagiz.

x’in azalan kuvvetlerine gore ve Pascal iicgeni katsayili olarak asagidaki binom
acilim ile olusturdugumuz polinom dizisinde n’inci kuzeydogu kosegenlerinde n’inci

Fibonacci polinomunun elde ediyoruz.

n

(x+ D" = z (Z) .

r=0

Ornegin,
1
fs
fe
X 1 o
6x> 4x 1

10x3 10x%® b5x 1

A(n,r), A dizisinin n. satir ve r. siitununu gostermek tizere, A(n,r) = (Trl)xn_r

formiilii ile yukaridaki tablonun istenilen terimini bulmak miimkiin oluyor. Burada

0<r<ndir.

Adizisi0 <r <nven >1igin



A(0,0) =1,A(1,0) = x
An,r)=xAn—-1,r)+ A(n—1,r—-1)

indirgeme bagintisi ile verilebilir.
n = 0 i¢in dizinin n. artan kosegen toplami d,, (x)

"/l
d,(x) = An—r,r)

"/l

Ornegin,

=x>+4x3+3x = fg

Simdi de Lucas polinomlart i¢in inceleyelim.

()= ()

oldugundan

n m-—k
— n—-2k
l”_an—k( k )x

olup

"/l

(G M i

elde edilir.



Ornegin,
le=0+0)x+G+Dx*+(6+3)x%+ (1 + 1)x°
= 1x° + 6x* + 9x? + 2;
Elde ettigimiz polinomun katsayilar toplamina bakarsak 1 + 6 + 9 + 2 = 18 = L¢ dir.

l¢ Lucas polinomunun katsayilarinin Pascal {iggeni lizerindeki yerini asagidaki tabloda

inceleyelim.
1
1
1 2
1 3 1
4 4 1
1 10 10 5 1
Q 6 15 20 15 6 1
Pascal Uggeni

5.2. Pell ve Pell-Lucas Polinomlari

Pell polinomu p,(x) ve Pell-Lucas polinomu g,(x) ile gosterilsin. p,(x) =
fn(2x) ve qn(x) = 1,(2x) olarak tanimlanir. n > 2 i¢in hem Pell polinomu p,,(x) hem de

Pell-Lucas Polinomu q,,(x)
Gn(x) = 2xGn-1(x) + gn-2(%)
ayni1 ikinci mertebeden indirgeme bagintisini saglarlar.
go(x) =0 ve g,(x) =1 alindiginda
gn(x) = pn(x)
Benzer sekilde, go(x) = 2 ve g, (x) = 2x alindiginda
Gn(x) = qn(x)

olacaktir.



Pell sayilar1 P, ve Pell-Lucas sayilari Q, olmak iizere P, = p,(1) = f,(2),

20, = Qn(l) = 1,,(2) dir.

Ayni ifadeyi p,(1/2) = E,, q,(1/2) = L,, scklide ifade edebiliriz.

Ik on Pell ve Pell-Lucas sayilar1 asagidaki Tablo 5.5. de, ilk on Pell ve Pell-Lucas

polinomlar1 Tablo 5.6.’da gosterilmistir.

Tablo 5.5. ik 10 Pell ve Pell-Lucas sayilart

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
B, 1 2 5 12 29 70 169 | 408 | 985 | 2378
Qn 1 3 7 17 41 99 239 | 577 | 1393 | 3363
Tablo 5.6. Ilk 10 Pell ve Pell-Lucas polinomlari

n Pn (%) qn(x)

1|1 2x

2 | 2x 4x2% + 2

3 |4x?+1 8x3 + 6x

4 | 8x3+4x 16x* + 16x% + 2

5 | 16x*+12x2 +1 32x5 + 40x% + 10x

6 | 32x° 4+ 32x3 + 6x 64x° + 94x* + 36x% + 2

7 | 64x%+ 80x* +24x% +1 128x8 + 224x> + 112x3 + 14x

8 | 128x% 4+ 192x> + 80x3 + 8x 256x8 + 512x° 4+ 320x* + 64x% + 2

9 | 256x® + 448x% + 240x* + 40x% + 1 512x° + 1152x7 + 864x5 + 240x3 + 18x
10 | 512x° 4+ 1024x7 + 672x5 + 160x3 + 10x | 1024x° + 2560x% + 2240x° + 800x* + 100x?

+2

Pell-Lucas sayilari, Pell ve Lucas ile higbir ilgisi olmamasina ragmen hem Pell hem
de Lucas'tan adini alir. Fibonacci ve Lucas sayilar1 gibi, Pell ve Pell-Lucas sayilari da, ikiz

sayilar gibi davranir ve birgok ortak formiil ve baglantilar mevcuttur.



5.2.1. Pell ve Pell-Lucas Polinomlarinda Binet Benzeri Formiiller

Pell ve Pell-Lucas polinomlar1 ve bunlara karsilik gelen sayilar Binet benzeri

formiillerle de tanimlanabilir.
y(x)=x+D, §(x)=x—D, D=vx?+1 igin

@ -8 w
= -6

ve y=14++2 ve § =1—+/2 icin

ve gp, = y"(x) + 6™ (x)

dir.
Burada y(x) +6(x) = 2x, y(x) — 6(x) = 2D ve y(x)d(x) = —1 oldugu agiktr.
Ardisik Fibonacci ve Lucas sayilarmin ve polinomlarinin orant sonsuzda

limitlendiginde, limit degerleri @ ve a(x) oluyordu. Sonsuz limit durumu bu kez de Pell ve

Pell-Lucas sayilar1 ve polinomlari igin incelendiginde

a(2x) = y(x) ve B(2x) = 6(x) oldugundan |y(x)| > |§(x)]| i¢in

lim Pn+1 — (x) = lim An+1

n—-oo pn n—oo qTL
lim Pn+1 — = lim Qn+1
n—oo Pn y n—oo QTl

bulunur.

5.3. Tribonacci Sayi Dizisi ve Polinomlari

5.3.1. Tribonacci Sayilari

Hem Fibonacci hem de Lucas sayilar1 sz konusu oldugunda, iki baslangi¢ kosulu
oldugunu ve birbirini takip eden her saymin, kendisinden 6nce gelen iki saymnin toplami
oldugunu biliyoruz. Bununla birlikte, bize {i¢ baslangi¢ kosulu verildigini ve bir say1 dizisi
olusturmak icin ardisik sayilar1 hesaplamak i¢in kendisinden 6nceki ii¢ say1y1 topladigimiz
varsayalim. Boyle bir dizi, ilk olarak M. Feinberg tarafindan 1963’te Pennsylvania’daki

Susquehanna Township Junior Lisesi'nde 14 yasinda dokuzuncu simif Ggrencisiyken



incelenen tribonacci dizisidir (Feinberg, 1963),(Koshy, 2016). Bu bizi tribonacci

sayilarinin tanimina gotiiriir.
Tanim 5.3.1.1. (Tribonacci Sayilar)

T,=T,=1,T3=2 n=>24 i¢in T,, = Ty,_1 + T_, + T,,_3 yineleme bagintis1 ile
tanimlanan tamsayilar dizisindeki sayilara tribonacci sayilar1 denir ve n. tribonacci sayisi

T,, ile gosterilir.

Ardisik Fibonacci ve Lucas sayilarinin oranlarinin altin oran a ya yakinsamasi

gibi, Ty,+1 /T, tribonacci oranlar1 da 1.83928675521416... irrasyonel sayiya yakinsar.

[k 10 Tribonacci sayisin1 asagidaki tabloda veriyoruz,

Tablo 5.7. 1k 10 Tribonacci saysi

N N N L

13
24
44
81
149

© 00 N o o ~ w N 3

[EEN
o

Pascal iiggeninin artan kdsegenlerini kullanarak Fibonacci (ve dolayisiyla Lucas)
sayilarin1 hesaplayabiliriz. Benzer sekilde, benzer bir iiggen dizi olan bir tribonacci
dizisinin artan kosegenleri iizerindeki elemanlar1 toplayarak tribonacci sayilarini
hesaplayabiliriz.

Dizinin her elemani ¢t (i,j ) asagidaki gibi tekrarli olarak tanimlanir, burada i,j > 0 dir.
0, i >jveyaj <0ise

t(i,j)=+41 i =jise
t(i—1j—D+t(i—1j)+t(i—2j—1), i>2ise



Dizinin her elemani 6nceki iki satirdaki ii¢ yakin komsunun toplanmasiyla elde

edilebilir. Ornegin, 63 = 25+ 25 + 13. Artan kosegen toplamlar aslinda tribonacci

sayilaridir.
Ornegin,
3
/V A
//f/, *
A
1
A3
1
1 13 7 1

1 9 25¢ 25 9 1

Tiim tribonacci sayilarini veren bagka bir iliggen dizi daha vardir. Bu diziyi

olusturmak i¢in, énce birkag n > 0 degeri i¢in (1 + x + x2) in agilimlarini bulalim:
1+x+x2)%=1
1+x+x)=1+x+x2
(1+x+x3)?=142x+ 3x% + 2x3 + x*
(1+x+x2)3=1+43x+6x%+7x + 6x* + 3x5 + x°
(I+x+x2)*=1+4x+10x? + 16x> + 19x* + 16x° + 10x°® + 4x7 + x®

Yukarida verilen polinomlarin katsayilarindan asagidaki tabloyu olusturuyoruz.

Tabloda x’in artan derecelerine gore katsayilari siitunlara yerlestirdik.

Yine tabloda gorebilecegimiz ayr1 bir durum ise katsayilarin simetrik olmasidir. Ilk

iki satir harig, her satir bir dnceki satirdan elde edilebilir. Ornegin, 19 = 6 + 7 + 6 gibi.

Ayrica tablodaki artan kdsegendeki sayilar toplami da tribonacci sayilarini verecektir.

bp =bp—1+ bp_z + bp_3

b,, dizisinin ilk 12 terimi 1,1,1,3,5,9,17,31,57,105,193 ve 355 dir.



Burada ilging bir gézlem yapiyoruz. Diyelim ki bu sayilar ilk ii¢ii hari¢ arka arkaya
yaziyoruz; sonra ilk on tribonacci sayisini, birincisi hari¢, hemen alta sira halinde
yaziyoruz; sonra iki satir1 ekliyoruz,

3 5 9 17 31 57 105 193 355
+ 1 2 4 7 13 24 44 81 149

4 7 13 24 44 81 149 274 504 < T,
Ortaya ¢ikan toplamlar, n > 4 olan tribonacci sayilari T, 'dir.
5.3.2. Tribonacci Polinomlari

1973 yilinda Hoggatt ve Bicknell, tribonacci polinomlar1 olarak adlandirilan bir

tamsay1 polinomlar ailesi t,, tanittt (Hoggatt, Bicknell, 1973).

Tribonacci polinomlart ty(x) = 0,t;(x) = 1ve t,(x) = x? baslangi¢ sartlar1 ve

asagidaki indirgeme bagintisi ile verilir:
tn (%) = x%ty_1 () + xtp_5(x) + ty_3(x).

Ayrica t, (1) = T, olacaktir.

Ilk 10 tribonacci polinomunu asagidaki tabloda veriyoruz,

Tablo 5.8. 11k 10 Tribonacci polinomlari

n tn(x)

1|1

2 | x?

3 | xt+x

4 | x5+2x3+1

5 | x84+ 3x5 + 3x2

6 | x1% +5x7 + 6x* + 2x

7 | x2 +5x%+10x° +7x3 + 1

8 | x™ + 6x + 15x8 + 16x° + 6x2

9 | x® + 7x3 + 21x1° + 30x7 + 19x* + 3x
10 | x'8 + 8x15 + 28x12 4+ 50x° + 45x° + 16x3 + 1




5.3.2.1. Tribonacci Dizisi

Tribonacci polinomlarinin katsayilart asagidaki tabloda da goriildiigii gibi sola
yaslanmig bir dizi olarak kullanilabilir. Tabi ki burada katsayilar toplami Tribonacci

sayilarini verecektir.

Tablo 5.9. Tribonacci dizisi

k| O 1 2 3 4 5 6 | Katsayilar
n Toplami
1 1 1
2 1 1
3 1 1 2
4 1 2 1 4
5 1 3 3 7
6 1 4 6 2 13
7 1 5\ 10 ~ 7 1 24
8 1 6 15 16 6 44
9 1 7 21 19 3 81
10 1 8 28 50 45 16 1 149

Burada T'(n, j), n > j = 0 olmak iizere dizinin n. satir ve j. stitunundaki elemanini

gostersin. n = 4 icin asagidaki indirgeme bagintisi saglanir:
Tn,j))=Tn—1,j)+Tn—-2,j—1)+T(n—-3,j—2)
Ornegin,
T(94) =T(8,4)+T(7,3)+T(62)
30=16+10+4

dir.



tg nin katsayilari
) /

3 2 1
—
6 7 6 3 1
10 16 19 16 10 4 1
15 30 45 51 45 30 15 5 1

21 50 90 126 141 126 90 50 21 6 1

~

/

L T T = T = O = S =
oo 01~ WON B

Acikcas1, her satir simetriktir. Ik iki satir hari¢, her satir bir onceki satirdan
almabilir. Bu diziden tribonacci dizisini, her siitunu bir onceki siitundan bir seviye fazla
diisiirerek elde edebiliriz. Sonu¢ olarak, ii¢ terimli katsayr dizisinin artan kdsegen
toplamlar1 da tribonacci sayilarini verir. Bu nedenle, artan her kdsegenin toplami bir
tribonacci sayisidir.

Tribonacci polinomu i¢in agik bir formiil gelistirebiliriz:
E

3

ther = Z T(n+1,j)x?n"3%
=0

dir.
Ornegin,
lﬁ
3

ts = Z T(5,j)x83

Jj=0

2
= z T(5,j)x83/
j=0

=T(5,0)x8 + T(51)x> + T(5,2)x?
= x8 + 3x> + 3x?
dir.

Bu sekilde istedigimiz tribonacci polinomunu bulabiliyoruz.



5.4. Gibonacci Polinomlari

n > 2 olmak lzere
gn(x) = xQn—l(x) + gn—Z(x)

ikinci mertebeden rekiirans (indirgeme) bagintisi ile verilen Fibonacci polinomlarinin genis

bir ailesi olan g,,(x) gibonacci (genellestirilmis Fibonacci) polinomlar1 verilmisti.

Simdi bu aileyi daha da genisleterek ilging 6zdesliklerin polinom genislemelerini

iceren bir dizi 6nemli 6zellik ¢ikariyoruz.
Tamm 5.4.1.
a(x) ve b(x) tam say1 katsayili keyfi polinomlar olmak tizere
g1 =a=a(x), g2 =b=bx)

olsun. Bu durumda g, = b —ax dir. Ortaya ¢ikan g, polinomlarina genellestirilmis

Fibonacci polinomlar1 veya kisaca gibonacci polinomlari denir.

a =1veb = x olarak alinirsa g,(x) = f,,(x) ve a=x ve b =x?+ 2 olursa

gn(x) = L, (x), Ustelik, p,(x) = f,(2x) Ve g,(x) = 1,(2x) oldugunu hatirlayalim.

[lk alt: gibonacci polinomunu asagida verilmistir:

gr=a
g2=Db
gz = a+ bx

ga=ax+b(x*+1)
gs =a(x®>+1) + b(x3+ 2x)
ge = a(x®+2x) + b(x*+3x2 + 1)

G, = gn(1) sayis1 n. gibonacci sayisidir. Ilk alti gibonacci sayist a, b, a + b, a + 2b,
2a + 3b ve 3a + 5b dir.

Gibonacci polinomlarindaki indirgeme bagntilar1 kullanilarak, simdi ¢ift say1 ve

tek say1 indisli gibonacci polinomlari igin indirgeme bagintilarini bulalim.



J2n = Xgz2n-1 1 G2n-2
= x(Xgan-2 + 92n-3) + gan—2
= (x> + Dgzn—2* (g2n-2 — G2n-4)
= (x* +2)g2n-—2 — Jz2n-4
Ozel olarak n = 4 ve g,, = [,, olsun.
(2+2)lg— 1, =(x*+2)(x®+6x* +9x2 +2) — (x* + 4x% + 2)
= x8 + 8x® + 20x* + 16x2 + 2
=l
Benzer sekilde g,,_1 in de dordiincii mertebeden indirgeme bagintisini sagladigini
gorebiliriz.
92n-1 = Xgan-2 t+ Gan-3
= x(Xgan-3 + Gzn-4) + G2n-3
= (x* + Dgzn-3 + XG2n-as
= (x* + D) g2n-3 + g2n-3 — Gan-s
= (x* + 2)gan-3 — G2n-s
Benzer sekilde n = 4 ve g, = f,, alinirsa,
P+ 2Dfs—fa=0*+2)(x*+3x2+1) - (x*+ 1)
=x®+5x*+6x2+1=f,

Simdi gibonacci polinomlari igin bir toplama formiilii veriyoruz.

5.4.1. Gibonacci Toplama Formiilii
Teorem 5.4.1.1.
In, n. gibonacci polinomu ve n > 2 olsun. Bu durumda,

In = afn—z + bfn—l
dir.



Ornegin,
96 = afa + bfs
=a(x3®+2x) + b(x* +3x%2 + 1)

_{ x® +4x3 +3x = fg, a=1veb=xise
x6+6xt+9x%2+2=1, a=xveb=x*+2ise

Teorem 5.4.1.2
Jgn, 1. gibonacci polinomu ve m,n > 0 olsun. Bu durumda,
In+m = fm+19n + fmGn-1
dir (Koshy, 2019).

Bunu bir 6rnekle agiklayalim. Gibonacci polinomlart igin indirgeme bagntilarini

tekrarli olarak kullanilarak,

In+a = foGn+z + fiGn+2
= f2(Xgn+2 + Gn+1) + fiGn+a
= (xfz + f)Gn+2 + [29n+1
= f3(XGn+1 + gn) + [29n+1
= (xf3 + f2)9n+1 t+ f39n
= fa(xgn + Gn-1) + f39n
= (xXfa + f3)9n + fa9n-
= fsgn t fagn
=((x*+3x%+ g, + (x> + 2X)gn_1

Fibonacci, Lucas, Pell ve Pell-Lucas polinomlar i¢in geleneksel toplama formiilleri

bu teoremden de goriiliir: frsm = fmsifn ¥ fnfn-1
lnsm = fms1ln + fnln-1;
Pn+m = fm+1Pn T fmPn-1;

Gn+m = fm+1n + fimQn-1

dir.



5.4.2. Gibonacci Toplamalari
Ik n gibonacci polinomunun toplami1 asagidaki teorem ile verilsin.

Teorem 5.4.2.1

n
ngk=9n+1+gn_g1_go
k=1

dir (Koshy, 2019).
fspat
Iki teleskop toplam formiiliinii kullanarak ispat yapilir:
X9k = Gk+1 — Gk-1
= (Gr+1 = Gi) + (Gr — Gi-1)

olup

n n
xz 9k = Z(gk+1 = 9k) + (Gk — Gk-1)
k=1 k=1
= (Gn+1 — 91)*+(gn — 90)

=9n+1 T 9n — 91 — 9o

elde edilip ispat tamamlanur.

Benzer sekilde bu toplamlari Fibonacci ve Lucas polinomlarinda uygulayacak
olursak,

n

D fi=fann a1
k=1

n
lek=1n+1+ln—x—2
k=0



6. GIBONOMIYEL KATSAYILAR

Tanim 6.1.

x bir pozitif tam sayr olsun. Bu durumda, f, de pozitif bir tamsayidir. f,; =

fofn-1 - f2f1 ve fy = 1olsun. Bu durumda

( 0, k <Oveyan < k ise

[[n” _ 4 1, k =0veyak =nise
k fn* _ fnfn—l ---fn—k+1

fifooe  fifemrfofs

diger durumlarda

ile tanimlanan [[Z” ifadesine gibonomiyel katsay1 denir (Koshy, 2017).

Tanimdan da goriildiigii gibi [[g” =1ve [[Z” = 1 olarak tanimlanir.

Ozellikler 0 < k < n olmak iizere,

Ozellik 1

Ornegin,

Gl|-Z-==+1- |

ve benzer sekilde

[4] i fafsfs  fafs (P 4202 +1)
Al N

— == =x*+3x%+2
2 LA LA x

olur.

Ozellik 2

(14113 P |

[ | P P



HEE

3] [ = et <

Gibonomiyel katsayilar1 kullanarak asagidaki gibonomiyel tiggeni olusturalim.

1
1 1
1 X 1
1 x%+1 x%+1 1
1 x3 + 2x x* +3x% +2 x3 + 2x
Gibonomiyel Uggen

Sonug 6.2.

1)
(151 | e 2
~ =[]

olur. Boylece, n = 1 i¢in hem artan hem de azalan kdsegen 1, f,, den olusur.

2)

) = 2= = 3 fufocs



dir. Yani liggenin ikinci kosegeninde bulunan tiim elemanlar, birinci kdsegen iizerindeki

ardisik iki elemanin ¢arpiminin x‘e bdliinmesiyle bulunur. f,f,_; polinomlarinda x

*

carpani bulundugundan nin tamsay1 katsayili bir polinom oldugu ortaya ¢ikar.

Ornegin,
“;]l = x% +5x* + 7x% + 2
1
= ;(x4 +3x2% + 1)(x3 + 2x)
=25t = |I5) 1]
3)

Ozellik 2 den de goriildiigii gibi her gibonomiyel katsayinin tamsay1 degerli bir

polinom oldugunu sdyleyebiliriz.
4)
fe+1 + fi—1 = I oldugundan Ozellik 2 den
ny _[m-1 n—1
3 e

olur. Sonug olarak, 6nceden bilinen 2f, = f,,_,-l, + f,L,,_, denklemi elde edilir. Ayrica

buradan

sonucu ¢ikar.



6.1. Merkezi Gibonomiyel Katsayilar
Merkezi gibonomiyel katsayilar [[Znn” seklinde olup bir¢ok dzellik igerir. Ozellik 2

den,

o] = [ ]+ 2]

= (e |2 s

[~ 1]] (fast + faoa)

=[P )

Boylece merkezi gibonomiyel katsayi [2:”, gibonomiyel dizisindeki kuzeydogu (veya

kuzeybati) komsusu ile L,'nin ¢arpimudir.
Ornegin,

I[g]l = x0+8x7+22x5+23%3 + 6x
— (6 4 2 3 _{[5
= (x°+5x* + 7x° + 2)(x> + 3x) = “3” l5
Buradan 6nceden bilinen f,,, = f,[,, oldugu da goriiliir.

6.2. David Yildiz1 Ozelligi

Gibonomial katsayilar David Yildiz1 6zelligini saglar:

[ 0 e e



Bunu asagidaki sekilde de gorebiliriz:

b
R

Bu 6zellik cebirsel olarak da kurulabilir:

_ I fo fr+
[Z i i [[r Z 1” “n ;l: 1” - fr*_lf;"_r reifaer—1 .fr*fr;k—:'+1

_ o fam S
f;'*fg—r—l f;”*+1frik—r ﬁﬂ*—lf;—r+1

o

Ornegin,
“LZLH “i” “g” = (x* +3x% + 2)(x* + 3x% + 1)(x® + 5x* + 7x? + 2)(x® + 3x)

= (x11+9x%+30x7+45x°+29x3 + 6x)(x® + 5x* + 7x? + 2)

= (x3 + 2x)(x® + 6x* + 10x2 + 3)(x2 + 1)(x® + 5x* + 7x? + 2)

o 1511 (&1

dir.



7. SONUC VE ONERILER

Bu ¢alismada 6zel say1 dizileri olan Fibonacci, Lucas, Pell, Pell-Lucas ve tribonacci
say1 dizileri ve bu sayi1 dizileri ile iligkili polinomlar ve iliskili binom katsayilar1 ¢aligildi.
Polinomlar ile ilgili verilen teoremler ve 6zdeslikler, tablolar ve 6rnekler yardimiyla daha
sade ve anlagilir hale getirilmeye ¢alisildi. Fibonomiyel, Gauss binomiyel ve gibonomiyel
Katsayilar {izerinde duruldu. Binomiyel katsayilar ile genellestirilmis binomiyel
katsayilarin ozellikleri benzer ve farkli yonleri gosterildi. Fibonacci dizileri ile iligkili
binom katsayilar1 olan genellestirilmis Fibonomiyel katsayilar (gibonomiyel) detayli olarak

incelendi.

Oneri olarak ileride farkli 6zel sayr dizileri ile iliskili binom katsayilar1 iizerine
calismalar yapilabilir. Yine, genellestirilmis Fibonacci polinomlart gibi diger 6zel sayi
dizileriyle iligkili polinomlarin binom katsayilarla iligkisi iizerinde de c¢alismalar

yapilabilir.
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