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Bu tez ¢alismasinda 6zel say1 dizilerinin kuaterniyonlar1 (dordeyler) ile ilgili detayli
bir c¢alisma yapilmustir. Ozellikle Tribonacci kuaterniyonlar ve Tribonacci-Lucas
kuaterniyonlar ayrintili olarak incelenmis ve farkli bir Fibonacci kuaterniyon matris
kullanilarak temel 6zdeslikler yeniden ispatlanmistir. Bu tez calismasi yedi bolimden
olusmaktadir. Birinci béliimde, konunun detayli bir literatiir incelemesi verilmistir. Ikinci
boliimde, tez calismasi boyunca gecen kavramlar ve yararlanilan teoremler temel bilgiler
olarak verilmistir. Uciincii boliimde ise kuaterniyonlar ve kuaterniyonlarm temel
ozelliklerine yer verilmistir. Dordiincii boliimde, Fibonacci, Lucas gibi 6zel say1 dizilerinin
kuaterniyonlar1 ve 6zellikleri detayli olarak caligilmistir. Besinci boliimde, Tribonacci ve
Tribonacci-Lucas say1 dizilerinin kuaterniyonlar1 verilmis ve Tribonacci ve Tribonacci-
Lucas kuaterniyonlariin sagladigi bazi 6zdeslikler ispatlanmistir. Altinct boliimde ise
alman farkli bir Fibonacci kuaterniyon matris kullanilarak Fibonacci ve Lucas
kuaterniyonlar i¢in Cassini 0zdesligi gibi bilinen bazi temel 06zdeslikler yeniden
ispatlanmistir. Sonug¢ ve Oneriler boliimiinde ise yapilan calismanin kisa bir 0Ozeti
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu ¢alismada kullanilan simgeler agiklamalar ile birlikte asagida sunulmustur.

Simgeler Aciklamalar

F, : m. Fibonacci sayisi

Jn : n. Jacobsthal sayisi

In : n. Jacobsthal-Lucas sayisi

K, :n. Lucas kuaterniyon

K, : n. Tribonacci-Lucas sayisi

L : m. Lucas sayis1

N, : q¢ Kuaterniyon normu

P, : n. Pell sayis1

T, : n. Tribonacci sayisi

q! : ¢ Kuaterniyon tersi

q : q Kuaterniyon eslenigi

Q : Fibonacci matris

Qr : Fibonacci kuaterniyon matris
Qn : n. Tribonacci kuaterniyon

0, : n. Tribonacci-Lucas kuaterniyon
Qn : n. Fibonacci kuaterniyon

Qn : n. Fibonacci kuaterniyon eslenigi
QPB, : n. Pell kuaterniyon

QPL, : n. Pell-Lucas kuaterniyon

9l : n. Jacobsthal kuaterniyon

JLO, : n. Jacobsthal-Lucas kuaterniyon
Im : m. Pell-Lucas sayisi

viii



1. GIRIS
Fibonacci, Lucas, Pell, Pell-Lucas gibi 6zel say1 dizileri, sayilar teorisinin en ilging
konularindan birisidir. Bu say1 dizileri ile ilgili literatiirde bir¢cok yazar tarafindan yapilmis
calismalar mevcuttur. Kuaterniyonlar (ya da dordeyler) karmasik sayilar1 bir gergel, {i¢
sanal boyuta genisleten say1 sistemidir. Ilk defa Irlandali matematik¢i Sir William Rowan

Hamilton tarafindan 1843 yilinda tanmimlanmis ve tii¢ boyutlu uzaydaki matematige

uygulanmustir.

Matematikteki bu Onemli kavramlar birlestirilerek 06zel say1 dizilerinin
kuaterniyonlarina yonelik tanimlanan ¢esitli kuaterniyon say1 dizileri ve analizi i¢in aktif
arastirmalar yiriitilmektedir. Horadam (1963), yaptigi “Complex Fibonacci Numbers and
Fibonacci Qaternions” c¢alismasinda kompleks Fibonacci sayilar1 ve Fibonacci
kuaterniyonlar1 tizerine yogunlagmistir. lyer (1969), Fibonacci ve genellestirilmis
Fibonacci kuaterniyonlarni birbirine baglayan bir¢ok sonug elde ettigi c¢aligmalar
yapmistir. Bu ¢alismasinda, Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlari arasindaki iligkilerden
bahsetmistir. Swamy (1973), Fibonacci ve genellestirilmis Fibonacci kuaterniyonlari
arasindaki iligkilere deginmis, Fibonacci ve genellestirilmis Fibonacci sayilarmi da
kullanarak kuaterniyonlarin gesitli  6zelliklerinden bahsetmistir. Horadam (1993),
kuaterniyonlarin rekiirans bagintilar1 {izerinde ¢alismalar yapmustir. Halict (2012),
Fibonacci ve Lucas kuarterniyonlarimi arastirmis, bu kuaterniyonlar icin iireteg
fonksiyonlar1 ve Binet formiilleri verilmistir. Ayrica bu kuaterniyonlar i¢in bircok toplam
formiil elde etmistir. Halic1 (2013), kompleks Fibonacci kuaterniyonlar ile ilgili gesitli
bagmtilara, Binet formiillerini, iirete¢ fonksiyonlarini elde etmistir. Ramirez (2015), k-
Fibonacci ve k-Lucas kuaterniyonlarin bazi kombinatoriyal 6zelliklerini elde etmistir.
Catarino (2015), h(x)-Fibonacci kuaterniyon polinomlarini ¢alismistir. Tas¢1 ve Yalgin
(2015), Fibonacci-p sayilarimi tanitmis ve ¢esitli 6zelliklerini elde etmislerdir. Polatli ve
Kesim (2015) genellestirilmis Fibonacci sayilari bilesenli kuaterniyolarin ¢esitli
ozelliklerini tiiretmislerdir. Bolat ve Ipek (2016) Pell kuaterniyolarini ve Pell-Lucas
kuaterniyonlarin1 tanmitmiglar ve bazi 6zelliklerini vermislerdir. Akyigit ve arkadaslari
(2014) farkli kuaterniyon birimlerini ele alarak Fibonacci genellestirilmis kuaterniyonlarini
incelemistir. Yine Akyigit ve arkadaslar1 (2013) split Fibonacci kuaterniyonlarini
tanitmaslar ve ¢esitli 6zelliklerini elde etmislerdir. Yine Polatli (2016), Fibonacci ve Lucas
kuaterniyonlarinin bir genellestirmesini elde etmis ve bu kuaterniyonlar1 igeren gesitli

toplam formiilleri bulmustur. Tribonacci kuaterniyonlar ve  Tribonacci-Lucas



kuaterniyonlar ayrmtili olarak incelenmis ve bu kuaterniyonlarimin sagladigi bazi
Ozdeslikler ispatlamistir (Akkus ve Kizilaslan, 2017). Fibonacci matrisini farkli sekilde
tanimlayip buna bagl olarak Cassini 6zdesligi gibi yeniden farkli sekilde 6zdeslikler
ispatlamistir (Irmak, 2020).

Bu tez ¢aligmasinin amaci, 6zel sayr dizilerinin kuaterniyonlarini detayli olarak
incelemektir. Bu anlamda, ¢ogu sayilar teorisi ¢aliganin ilgisini ¢eken toplam formiilleri,
iirete¢ fonksiyonlari, Binet formiilleri gibi kavramlarin Fibonacci, Lucas, Pell, Pell- Lucas,
Tribonacci, Tribonacci-Lucas Kkuaterniyonlarda karsiligi verilmistir. Ozellikle besinci
boliimde Tribonacci kuaterniyonlar ve Tribonacci-Lucas kuaterniyonlar ayrintili olarak
incelenmis ve bu kuaterniyonlarin sagladigi bazi 6zdeslikler ispatlanmistir. Yine altinci
boliimde farkli bir Fibonacci kuaterniyon matris kullanilarak Fibonacci ve Lucas
kuaterniyonlar i¢in Cassini Ozdesligi gibi bilinen bazi temel 06zdeslikler yeniden

ispatlanmuigtir.



2. TEMEL BiLGILER

Bu boliimde, tez ¢alismasinda gecen temel tanim ve teoremler verilmistir (Koshy,

2017).
2.1. Fibonacci ve Lucas Sayilari
Tamm 2.1.1. (Fibonacci Sayilar)

Fibonacci say1 dizisi m > 2 olmak iizere

En=Fn_1+Fn

yineleme bagintis1 ve Fy = 0, F; = 1 baslangi¢ kosullar1 ile tanimlanan say1 dizisidir.
Tamm 2.1.2. (Lucas Sayilari)

Lucas say1 dizisi m = 2 olmak iizere

Lym=1Lpq+Lps

yineleme bagintis1 ve Ly = 2, L; = 1 baslangig kosullar1 ile tanimlanan say1 dizisidir.
Tamm 2.1.3. (Pell Sayilar)

Py=0,P,=1,n 2= 2i¢in

P,=2P, 1 +P,_,

yineleme bagintisi ile tanimlanan tam sayilar dizisindeki sayilara Pell sayilar1 denir ve n.

Pell sayis1 P, ile gosterilir.
Baslica Pell sayilari:
0,1,2,5,12,70,169, ... seklindedir.
Tamm 2.1.4. (Pell-Lucas Sayilar)
Go=2,91=2,m=2i¢in
Gm = 2@m-1t Gm—2

yineleme bagintis1 ile tanimlanan tamsayilar dizisindeki sayilara Pell-Lucas sayilari denir

ve n. Pell-Lucas sayis1 g, ile gosterilir.
Baglica Pell-Lucas sayilari:

2,2,6,14,34,82,198,478, ... seklindedir.



1973 yilinda Sloone, Jacobsthal sayilar kiimesini tanitti. Ayrica, 1988°de Horadam,

sirasiyla Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas say1 dizileri {J,,} ve {4,}’i tamimlamistir.
Tamm 2.1.5. (Jacobsthal Sayilar)

n = 2 icin baslangi¢ sartlar1 J, = 0, J; = 1 olmak iizere

Jn =Jn-1+ 2/

yineleme bagintisi ile tanimlanan sayilara Jacobsthal sayilar1 denir. Ilk on terimi
0,1,1,3,5,11,21,43,85 ve 171 seklindedir.
Tamm 2.1.6. (Jacobsthal-Lucas Sayilari)

n = 2 i¢in baslangig sartlar1 f, = 2, 44 = 1 olmak iizere

In = fn-1 1 2fn-2

yineleme bagintisi ile tanimlanan sayilara Jacobsthal-Lucas sayilari denir. i1k on terimi
2,1,5,7,17,31,65,127,257 ve 511 seklindedir.
Tanmm 2.1.7. (Tribonacci Sayilari)

T,=T,=1,T3 =2, n=>4 i¢in

T =Th1+Th+Th3
yineleme bagintisi ile tanimlanan tam sayilar dizisindeki sayilara Tribonacci sayilar: denir
ve n. Tribonacci sayist Ty, ile gosterilir.
Bagslica Tribonacci sayilart:
0,1,1,2,4,7,13,24,44, ... seklindedir (Y1lmaz ve Taskara, 2014).
Tamim 2.1.8. (Tribonacci-Lucas Sayilar)
Ko=3,Ki=1,K,=3 n>2 igin
Ky =Kn1+ Kz + Kn_3

yineleme bagintisi ile tanimlanan tam sayilar dizisindeki sayilara Tribonacci-Lucas sayilari
denir ve n. Tribonacci-Lucas sayist K, ile gosterilir.
Baslica Tribonacci-Lucas sayilart:

3,1,3,7,11,21,39, ... seklindedir (Y1lmaz ve Taskara, 2014).



Tanim 2.1.9. (Altin Oran)

Altin oran, matematik ve sanatta, bir biitiiniin pargalar1 arasinda gézlemlenen, uyum
acisindan en yetkin boyutlar1 verdigi sanilan geometrik sayisal bir oran bagintisidir.
Misirlilarin Keops Piramidinde, Leonardo da Vinci’nin resimlerinde kullanildigr bilinen

“Fibonacci sayilar1” olarak da bilinmektedir.

Bu oranin gosterimi;

1++/5
2

~ 1,618

seklindedir.

Fibonacci ve Lucas sayilari altin oran ile iliskili iken, Pell ve Pell-Lucas sayilari

giimiis oran (1 + v/2) ile iliskilidir.

Ardisik Fibonacci ve Lucas sayilarinin oranlarinin altin orana yakinsamasi gibi,
Tn+1/T, ardisik Tribonacci sayilari oran1 da 1.83928675521416... irrasyonel sayisina

yakinsar.
Tanim 2.1.10.
{ay, a4, a, ... } dizisi i¢in tirete¢ fonksiyonu
f(x) = ag+ a;x + ayx® + -+ ax™ + -
ile tanimlanir.

Tanim 2.1.11.

n = 0 i¢in Fibonacci dizisinin irete¢ fonksiyonu

) =—
fe) = 1—x — x2
seklindedir.

Tanim 2.1.12.

n = 0 icin Lucas dizisinin iirete¢ fonksiyonu

2—x
rO =1

seklindedir.



Tanim 2.1.13.

Pell dizisinin iireteg¢ fonksiyonu

f) =
©1—2x —x?
seklindedir (Zorgelik, 2017).
Tanim 2.1.14.
Pell- Lucas dizisinin iirete¢ fonksiyonu
2—2x
fx) = T or =2
seklindedir.
Tanim 2.1.15.
Jacobsthal dizisinin iirete¢ fonksiyonu
flx) = T—%—2:2
seklindedir.
Tanim 2.1.16.

Jacobsthal-Lucas dizisinin tireteg¢ fonksiyonu

1+4
F0 =1 =

2x2
seklindedir.
Tanm 2.1.17.

Tribonacci dizisi T, ve Tribonacci-Lucas dizisi K,, nin iirete¢ fonksiyonlari sirasiyla

asagida verilmistir.

x
f(x)zl—x—xz—x3
ve
hGx) = 3 —2x —x?
1—x—x2—x3
dir.



Teorem 2.1.1. (Binet Formiilleri)

Fibonacci ve Lucas sayilarinin Binet formiilleri asagidaki gibidir:

1445
=7

1-+/5
b=—

A? — 2 — 1 = 0 denkleminin ¢dziimleri olmak iizere,

a — B"
ve
L,=a™+p"
seklindedir.
ispat.
Fibonacci dizisinin karakteristik denklemi
M-21-1=0

seklindedir. Fibonacci dizisinin genel formiilii F,, = F,,,_q + F,,,_, ve baslangic sartlar1 ise

Fy = 0, F; = 1 dir. Buradan karakteristik denklemin kokleri ise

1445
“T7

1-+/5
b=—

dir.
E, = Aa™ + Bp™

denkleminde « ve 8 yerine yazilirsa



_ 1+v5\" 1-v5\"
(5 (155

seklindedir. Baslangi¢ kosullar1 igin

_ 145\ 1-+5\
5 (5

_ 1++5)\ 1-v5\'
1—A< : >+B< : )

m = 0 i¢in denklemden A = —B bulunur.

m = 0 yazilirsa

ve m =1 igin

seklindedir.

m =1 i¢in A = —B oldugundan bulunan ifadeler yerine yazilirsa ve B parantezine

05

seklindedir. Buradan A ve B degerleri

alinirsa

B=_ L
V5
ve
A=
V5
olur. Bulunan A ve B katsayilan F,, = Aa™ + BB™ denkleminde yerine yazildiginda
m _ pm

ifadesinden Fibonacci sayilarinin Binet formiilii elde edilir. Lucas sayilarinin Binet

formiiliide Fibonacci sayilarina benzer sekilde elde edilir.



Tanim 2.1.18.

A2 — 21 —1 = 0 karakteristik denkleminin kokleri y ve & olmak iizere n. Pell

sayisi ve n. Pell-Lucas sayisinin Binet formiilleri sirasiyla

n_ sn
P, = yy — g
ve
_ymsm
2
seklinde olup burada
y=1+ V2
ve
§=1-V2
dir.
Tamm 2.1.19.
Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas i¢in sirasiyla Binet formiilleri
n_ (_1\n
P i
ve

gu =20+ (-1
seklindedir (Akkus ve Kizilaslan, 2017).

Tanim 2.1.20.

A3 — 22 — 1 — 1 = 0 denkleminin karakteristik kokleri w = _h;iﬁ

olmak tizere

1+ V19 +3v33+ V19 - 3v33

* 3
gLt w19 + 3v33 + w2V19 — 333
B 3
1+w2V19 + 3v33 + w19 — 3v33
'}/ =
3



olup Tribonacci ve Tribonacci- Lucas dizileri igin sirasiyla Binet formiilleri

. ot . gn+i . !
"oa=-B-r) B-aB-v) G- -H
ve
K,=a™+p"+y"
seklindedir.

Ayrica, F, ve L, icin Binet formiillerinden

o= (_1)n+1Fn
ve
Lon= (=D)L,

P, ve g, icin Binet formiillerinden

P, = (_1)n+1pn

ve

G-n = (=1)"gn
elde edilir.
Tamm 2.1.21.

n>0i¢in A, =T, ve B, =K_, olsun. Negatif indisli Tribonacci ve

Tribonacci-Lucas dizileri asagidaki denklem ile tanimlanir.

Ap=—Ap g —Ap s+ Aprz i A1 =1, Ag=A; =0
ve

By =—Bp-1—Byn2+Byiz,B1=1,B=3,B;=—-1
dir (Akkus ve Kizilaslan, 2017).

Bu kisimdan itibaren, tezin diger bolimlerinde kullanilmak iizere Fibonacci ve

Lucas sayilarinin bazi temel 6zdeslikleri verilecektir.
Onerme 2.1.1.
n € Z* i¢in
Fpo1+ Fpy =Ly

10



dir.
ispat.
Tlimevarim yontemi ile,
n = 1ven = 2 i¢in yerine yazilirsa,
L, =Fy+F,
L, =F; +F;
olur ve esitlik saglanir. Diger taraftan n = k ve n = k + 1 i¢in 6zdeslik dogru olsun.
L = Fy—1 + Fiiq
Liy1 = F + Fi42

olup taraf tarafa toplanarak L., = Fi.q + Fi43 elde edilir.

Onerme 2.1.2.
n € Z* igin
Froy1Fn-1 — Fn2 =(=D"
dir.
ispat.
FusiFoot = FB® = (Fyor + B)Fooy — B
=Fi_i + By(Fay — B)
= F5—1 — FFns
= —(FyFpz — Frf—z)
= (_1)2(Fn—1Fn—3 - Fr%—z)
= (_1)3(Fn—2Fn—4 - Fﬁ—s)
= (=D"(FiF_y — Foz)
= (D"
elde edilir.
Onerme 2.1.3.
n € Z* i¢in

11



Lpyiln_q — Lgl = 5(_1)71—1
dir.

ispat.

n = 1 i¢in tlimevarim yontemi ile
LyLy—L%=32—-12=5=5(-1)°
olup dogrudur. n = k i¢in dogru olsun.
Lg+1lyg—1— L%c = 5(_1)k_1
n = k + 1 i¢in 6zdesligin dogru oldugunu gosterelim.

LisoLlie = Liyq = (Ligar + L) (Ligss — Li—1) = L4
= L1 = LgwaLlg—1 + LiLggq — LigLy—y — Li44
= —Lp41Lx—1 = Lg(Lgs1 — Ly-1)
= —Lys1Ly—1 + L,

= —5(=1)k"1
= 5(-1)¢
olur.
2.2. Fibonacci Matrisler
Tamm 2.2.1. (Fibonacci Matris)

Matrislerin 6zellikleri kullanilarak matrisler ve Fibonacci sayilar1 arasinda yakin bir

iliski oldugu gosterilebilir.

11
0=(; o)
matrisini ele alalim. 1960 yilinda Charles H. King tarafindan ¢aligilan bu matrise Q matrisi
denir.
Q matrisinin determinant1 |Q| = —1 dir. Ayrica,

= G =G D

=G oG D=6 )

12



seklinde olur. Bu sekilde devam edildiginde bir 6riintii goriilmektedir. Bu durumu Teorem

2.2.1 ile verebiliriz (Koshy, 2017).
Teorem 2.2.1.

n > 1igin

dir.
ispat.
Tlimevarim yontemi ile,

n = 1i¢in

n = k i¢in dogru olsun.
ok = (Fk+1 Fy )
A
olsun. Bu durumdan = k + 1 igin
F F 1 1
k+1 _ nkpl — (Fk+1 k
e =0t _<Fk Fk—1><1 0)

_ (Fk+1 + Fy Fk)
Fo+Fy Fy

=(Fk+2 Fk+1>
Fryr  Fy

elde edilir (Koshy, 2017).
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3. KUATERNiYONLAR

Matematikte, kuaterniyonlar (dordeyler), karmasik sayilari bir gergel, ii¢ sanal
boyuta genisleten say1 sistemidir. Ilk defa Irlandali matematik¢i Sir William Rowan
Hamilton tarafindan 1843 yilinda tanimlanmis ve {i¢ boyutlu uzaydaki matematige
uygulanmistir. Hamilton’a gore, 16 Ekim’de esiyle birlikte Dublin’deki Kraliyet Kanali
boyunca yiriirken denklem formundaki ¢Ozim

i2=j2=k?=ijk=-1

aniden aklima geldi. Hamilton daha sonra bu denklemi g¢akisini kullanarak yakindaki
Broom Kopriisii’niin yan tarafina kazidi. Bu olay, kuaterniyon grubunun kesfini isaret eder.
Kopriiniin altindaki bir plaka, kendisi de matematik¢i ve kuaterniyonlar ile ilgili olan

Taoiseach Eamon de Valera tarafindan 13 Kasim 1958’ de agild1.

Kuaterniyonlar degisme 6zelligine (ab = ba) sahip degildir. Her ne kadar pek gok
uygulamada vektorler ve matrisler kuaterniyonlar yerini almissa da, kuramsal ve
uygulamali matematikte hala kullanilmaktadirlar. Baslica kullanim alani, {i¢ boyutlu

uzayda donme hareketinin hesaplanmasidir.
Kuaterniyonlar bir halka olarak tanimlanir. Kuaterniyonlar kiimesi
H = {a + bi + ¢j + dk|a,b,c,d € R}
olarak verilir. Burada kullanilan toplama su sekilde tanimlanir:
(ay + bii+ cyj +dik) + (ay + byi + cyj + dyk)
=(ay+ay)+ b1+ by)i+ (¢ +¢)j+(dy +dy)k
carpma ise
(a1 + byi + cyj + dik)(ay + byi + c3j + dyk)

ifadesinin dagitma kurallar1 kullanilarak agilmasiyla ve asagidaki bagintilar yardimiyla

tanimlanir:
i2=j2=k2=ijk=—1

kullanilarak gerekli islemler yapildiginda sonug elde edilir

(https://tr.wikipedia.org/wiki/D%C3%B6rdey).
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Tanim 3.1.
Bir kuaterniyon, hiper karmasik bir sayidir ve
q = qo +1iq1 +jqz2 + kqs = (9o, q1, 2, q3)
seklinde bir denklem ile ifade edilir.

Burada qq, g1, 92 Ve q3 gercek sayilardir. Burada i,j,k, R® uzaymm ortonormal

baz vektorleridir.
Bir g kuaterniyonu
q=dqo+uU=qo+iq,+jq, +kqs
seklinde yazilabilir. gy , g kuaterniyonunun skaler kism1 ve u, g kuaterniyonunun vektorel
kismi1 olmak iizere qg, q1,q,,q3 kuaterniyonunun bilesenleri olarak adlandirilir.
Kuaterniyonun ¢arpim kurallar ise asagidaki gibi tanimlanir (Horadam, 1993).

i2=j2=k%=ijk=—1

ij=k=—ij
jk =1i=—kj
ki=j=—ik

Tamim 3.2. (Kuaterniyon Eslenigi)

Bir g kuaterniyonun eslenigi g ile gosterilir.

q=4qo—uU=¢qo—iq1—jq2 — kqz
seklinde tanimlanir.
p Ve q kuaterniyonlari i¢in
(P9 =qp
ve bir g kuaterniyonu igin
q+q=0(q+uw+(q —u=2q

dir.
Tamm 3.3. (Kuaterniyonun normu)

Bir g kuaterniyonun normu
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Nq =./4q
ile tammmlanir. g Kuaterniyonun normu 1 oldugu durumda bu kuaterniyona birim

kuaterniyon denir (Halic1, 2012).
Tamm 3.4.

Bir g kuaterniyonun tersi g~ 1 ile gosterilir ve

ile tanimlanir (Halic1, 2012).
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4. OZEL SAYI DiZiLERININ KUATERNIYONLARI

4.1. Fibonacci Kuaterniyonlar

Tamm 4.1.1. (Fibonacci Kuaterniyon)

E,, n. Fibonacci sayis1 ve {i, j, k}ii¢ boyutlu uzayin bazlari1 olmak tizere
Qn=F +iF1 + jFne + kFys
ifadesine n. Fibonacci kuaterniyon denir (Halic1, 2012).
Tamm 4.1.2. (Fibonacci Kuaterniyon Eslenigi)
E,, n. Fibonacci sayisi ve {i,J, k} li¢c boyutlu uzayin bazlar1 olmak tizere

Qn =F, — iFpy1 — jFny2 — kFpys

ifadesine n. Fibonacci kuaterniyon eslenigi denir (Halic1, 2012).

Teorem 4.1.1.
3
Qnén = z Fr%+i
i=0

dir (Horadam, 1963).

ispat.
Qnén = (Fy + iFpy1 + jFnyz + kFny3) (B — iFpyq — jFayz — kFpys)
= Fn2 — R Fry1 — JEaFnyz — anFn+3 + iFp1Fn — ian+1Fn+1

= JFn41Fn42 — ian+1Fn+3 + jFni2Fn — JiFn2Fn4

_jZFn+2Fn+2 - ijn+2Fn+3 + kFn3F — kiFpi3Fn

—kjFn3Fni0 — kan+3Fn+3

olup

i2=j2=k?=ijk=-1

ij =k = —ji
jk =i=—kj
ki=j=—ik

gerekli ifadeler yerine yazilirsa
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Qnén = Fn2 - iFnFn+1 _anFn+2 - anFn+3 + iFn+1Fn + Fr%+1 - an+1Fn+2
+jFni1Fars + jFniaFo + kFniaFogs + Fyo
—iFp2Fs + an+3Fn _an+3Fn+1 + iFp3Fne2 + F1$+3
= Fn2 + i(_FnFn+1 + Foi1by — FrgoFrgs + Fn+3Fn+2) +j(_FnFn+2 +
Fn+1Fn+3 + Fn+2Fn - Fn+3Fn+1) + k(_FnFn+3 - Fn+1Fn+2 + Fn+2Fn+1 + Fn+3Fn) +
Fipg + Fioo+ Fiys

3

= Fn2 + Fr%+1 + F1$+2 + F1$+3 = z Fr%+i
i=0

esitligi elde edilir.
Teorem 4.1.2.
Q7 = 2F,Qn — QnQy
dir (Halic1, 2012).
ispat.
Q7 = QnQn
= Qn(Fy + iFuyq + jFnyz + kFnys)
= Qn(2F, — By + iFpiq + jFuiz + kFny3)
= Qn(2F, = (Fy = iFny1 — jFny2 — kFnyi3))
= Qn(2F, — Qn)
esitligi elde edilir.
Teorem 4.1.3.
Q,, n. Fibonacci kuaterniyonu olmak iizere Q,, # 0 i¢in
2F, = Qn + Qn
dir (Horadam, 1963).
Ispat.
Q. # 0 olmak iizere
2, =E, +F,

=F + By + Py — Fpe1 + jFnie = jFnea + kFpis — kFyys
18



=Fy + iFpp1 +jFie + kFpys + Fy — iFpyq — jFnyz — kFpys

= (Fy + iFpy1 + jFpgz + kFpy3) + (Fy — iFpy1 — jFnpz — kFpys3)
buradan

2F, = Qn + Qn
elde edilir.
Teorem 4.1.4.
Q. , n. Fibonacci kuaterniyonu olmak {izere
Qn + Qnt1 = Qn+2
dir (Halic1, 2012).
Ispat.
Q,, Fibonacci kuaterniyonunun u, vektorel kismi olmak tizere
Qu=F +tu; u=iFy +jFo + kFys
seklinde tanimlanirsa
Qni1 = Fppa Hu s u=iF 0+ jFs + kFqyy
oldugundan n > 0 i¢in kuaterniyonlar taraf tarafa toplanirsa
Qn + Qn+1 = Fy + Fppr + i(Fyq + Frio) + j(Faz + Frgs) + k(Foys + Fpg)
olur. Fibonacci sayilarin tanimindan
Qn+ Qi1 = Fuyo + iFi3 + jFpia + kFyys

olur. Boylece; u = iFy43 + jFp44 + kF, 45 olmak lizere

Qn + Qni1 = Fryz tu

= Qn+2

elde edilir.
Teorem 4.1.5.

n = 0 igin
a=1+ia+ja?+ka?
B=1+if+jB*+kp*
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olmak {izere, Fibonacci kuaterniyonun Binet formiilii

Qn = %(ga )

seklindedir (Halic1, 2012).

ispat.

Q, + Qny1 = Qpyo bagintisinin Karakteristik denklemi
A2—1-1=0

seklindedir. Bu denklem kokleri sirastyla

1445
“=7

1—-+/5
b=—

dir. Boylece
Q, = Aa™ + Bp™

seklinde olup
QO = (Olllllz)

Q:=(1,123)

verilen baslangi¢ degerleri Fibonacci kuaterniyonunun rekiirans bagitisinda kullanarak
Qn, = Aa™ + Bp"

verilen denklemde yerine yazalim.

n = 01igin (0,1,1,2) = Aa® + BR°

n = 1i¢in (1,1,2,3) = Aa + Bf

n = 0 i¢in denklem -« ile garpilirsa ve n = 1 i¢in verilen denklem ile toplanirsa

11—-a,2—a,3—2a) =A(a— a) + B(B — a) olur ve denklem diizenlenirse
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1’1_<1+\/§>’2_<1+\/§>’3_2<1+\/§>
_(1-a2-a3-2a) 2 2 2

B—a - <1—\/§_1+\/§>

2 2

~V5 3-+5

1
L,— 57— 2-V5

pP=2-+5
S’ nin kuvvetleri B’ nin son ifadesinde yerine yazilirsa
_WBRELEY
5
B=1+ip+jB*+kp* = (1,8, 5% ) olur. Buradan

B

5 - —B
V5
elde edilir.

n = 0 i¢in denklem - g ile garpilirsa ve n = 1 i¢in denklem ile toplanirsa

(11-8,2—-B,3—28) = A(a — B) + B(B — B) olur. Denklem de gerekli diizenlemeler

yapilirsa
(5 (5 (9
L _1-B2-p3-2F) 2 L 2
- (a=p) - <1+x/§_1—\/§>
2 2
) 1’1+2\/§’3+2\/§’2+\/§
- V5
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seklinde elde edilir.

1445
=
, 3+V5
a =
2
ad=2++5

a’ nin kuvvetleri cinsinden A’ nin son ifadesi yerine yazilirsa

_(La,a%a®)

V5

ve a=1+ia+ja?+ka®=(1,a a?a?)

A

A= a
V5
elde edilir.
A ve B katsayilarini yerine yazarsak
0n == —=p"
Y V5
bu ifade
1
V5

parantezine alindiginda Fibonacci kuaterniyonu i¢in Binet formiilii

0" = —=(aa - pp")
V5 \= P

seklinde elde edilir.

Teorem 4.1.6.

Fibonacci kuaterniyonu Q,, icin iirete¢ fonksiyonu

t+i+jt+1)+k(t+2)

G(x,t) = r—
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seklindedir (Halic1, 2012).
ispat.

Qn+z2 = Qny1 + @y

genel denkleminde
Qo =(0,1,1,2)

ve

Q:=(1,123)

olan baslangig sartlar1 kullanilirsa Fibonacci kuaterniyonu i¢in iirete¢ fonksiyonu

nZOQnt” = G(x0)

olsun ve genel denklemde iirete¢ fonksiyonu yazalim.

2 Qn+2tn = Z Qn+1tn + 2 Qntn
n=0 n=0 n=0

ve toplam semboliiniin indisi degistirilerek

(00} ©o co
D0t =) 0ut" 4 ) Q"
n=2 n=1 n=0
ve t’nin kuvvetleri olacak sekilde t parantezine alinirsa
t_z(z Qnt™ = Qot” = Qut") = t‘l(z Qnt™ = Qot”) + Z Qnt™
n=0 n=0 n=0

QO = (0'1'1'2)
ve
Ql = (1'1'2'3)

ve

;Qnt" = G(x,0)

ifadeleri yukaridaki denklemde yerine yazilirsa
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t72(G(x,t) — (0,1,1,2) — (1,1,2,3)t) = t7(G(x, ) — (0,1,1,2)) + G(x, 1)
olur. Her taraf ¢2 ile carpilirsa
G(x, t) —(0,1,1,2) — (t,t,2t,3t) = tG(x,t) — (0,t,t,2t) + t2G(x, t)
elde edilir.
G(x,t)(1 —t —t?) =(0,1,1,2) + (¢,t,2t,3t) — (0,t,t,2t)
Gx, )1 —t—t?) =(t,1,1+t,2+1)

t1,1+t2+¢1)
G(xt) = 1—t—t2

t+i+jl+t)+k2+10)

Glx,0) = 1—t— ¢

oldugu goriiliir.
4.2. Lucas Kuaterniyonlar
Tamm 4.2.1. (Lucas Kuaterniyon)
Ly, n. Lucas sayisi ve i, j, k, R3 uzayinin bazlar1 olmak {izere
Kn =Ln+ilpys +jlnsz + klpys
ile tanimlanan kuaterniyona n. Lucas kuaterniyon denir (Horadam, 1963).
Teorem 4.2.1.
K, , n. Lucas kuaterniyonu olmak tizere
Ktz = Knp1 + ¥y
dir (Halict, 2012).
ispat.
Lucas kuaterniyonunun vektorel kismi v, olmak {izere
Kn=Ln+v;v=lilpys +jlnyz +klpys
ile tanimlanirsa
Kns1 =Lnt1 +v ;v =ilpio +jLlpiz + klpyg

olur ve n > 0 i¢in kuaterniyonlar taraf tarafa toplanirsa;

Kn + :Kn+1 = Ln + Ln+1 + i(Ln+1 + Ln+2) +j(Ln+2 + Ln+3) + k(Ln+3 + Ln+4)
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Lucas sayilar1 tanimindan
Ko+ K1 = Lnyz + ilnyz + jLnya + Klpys
olup v =il 3+ jLpis + kL, 5 olmak lizere

Kn+Kpy1 = Lpya v

= Nnt2
elde edilir.
Teorem 4.2.2.
n =0 igin
a=1+ia+ja*+ka®
B=1+iB+jp*+kp®

olmak iizere Lucas kuaterniyonunun Binet formiilii

K, = (ga” + Eﬁ”)
seklindedir (Halic1, 2012).

Ispat.

Ky = Kyyq + K, rekiirans bagintisinin karakteristik denklemi

A2—1-1=0
olmak tizere denklemin kokleri
1445
*=7
_1-+5
B= 2
olup
K, = Aa™ + BB™
dir.
Ko = (2,1,3,4)
¥, = (1,3,4,7)

baslangi¢ degerleri denklemde yerine yazildiginda
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n = 0 i¢in

(2,1,3,4) = Aa® + BB°

n =1 i¢in
(1,3,4,7) = Aa* + Bp?
n = 0 igin denklemi -« ile ¢arpilir. n = 1 igin denklem taraf tarafa toplanirsa

1-2a,3—a,4—-3a,7—4a) =A(a—a) + B(f — a)
olup buradan

B 1-2a,3—a,4—-3a,7—4a)

B—a)

(2t - ()0 () - ()

B (1_@_1+@)
2 2

(_\/3’5—2@,5—23\/3,5_2\@)
) V5

_\/§<1,1—2\/§’3—2\/§,2_\/§>
) V5

1—-+/5 3-+/5
=<1, — ,2—\/§>

olarak elde edilir.

1—-+/5
b=
2 3-+5
==
p3=2-+5

B’ nin kuvvetleri B’ nin son denkleminde yerine yazilirsa

B =(1,B,8%B%
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B=1+ip+jp*+kp>=(1B,5%p°)

Buradan B = ﬁ_elde edilir.

n = 0 i¢in denklemi - g ile ¢arpilir, n = 1 i¢in denklem ile taraf tarafa toplanirsa

(1-2B,3-B,4—3B,7—-4PB) =A(a—p)+B(B-P)

olup buradan

A (1=2B,3-p4—36,7—4p)

(a—P)
i) (5 o5 (57)
. <1+\/§_1—\/§>
2 2
=(1,1+x/§,3+\/§,2+\/§>
2 2
1445
* -~
, 3++5
“ T
a3 =2++5

o’ nin kuvvetleri A’ nin son denkleminde yerine yazilirsa
A=(,a a? a3
a=1+ia+ja*+ka®=(1,aa?a®)

A = a elde edilir. A ve B katsayilar1
K, = Aa™ + Bp"
denkleminde yerine yazilirsa Lucas kuaterniyonu i¢in Binet formiili

HKn = aa™ + E.Bn

elde edilir.

27



4.3. Pell Kuaterniyonlar

Tamm 4.3.1. (Pell Kuaterniyon)

P,, n. Pell sayis1 olmak iizere
QP = Py +iPpy1 + Py + kPpys
ile tanimlanan kuaterniyona n. Pell kuaterniyon denir (Cimen ve Ipek, 2016).
Teorem 4.3.1.
y=1+iy+jy*+ky®
§=1+1i8+ j6%+ k&3 olmak iizere @B, Pell kuaterniyonun Binet formiilii

Zan — §p"
or. =[]
seklindedir (Cimen ve Ipek, 2016).

Teorem 4.3.2.

QP, Pell kuaterniyonun iireteg fonksiyonu

t+i+jt+2)+k(2t+5)
1—2t—t?

G(t) =

seklindedir.
4.4. Pell-Lucas Kuaterniyon
Tanim 4.4.1.

qn, N. Pell-Lucas sayis1 olmak tizere

OPL, = qn + iqni1 + jqnsz + kqnys

ile tanimlanan kuaterniyona n. Pell-Lucas kuaterniyon denir (Cimen ve Ipek, 2016).

Teorem 4.4.1.
y=1+iy+jy* +ky®
§=1+4i6+j6%*+ k63

olmak iizere QPL,, Pell-Lucas kuaterniyonun Binet formiilii
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QPL, =ya™ + 6p"
seklindedir (Cimen ve Ipek, 2016).
4.5. Jacobsthal Kuaterniyon
Tamm 4.5.1. (Jacobsthal Kuaterniyon)
Jn Jacobsthal sayis1 olmak tizere
On =Jn + Unt1 i ntz + klnss
ile tanimlanan kuaterniyona n.Jacobsthal kuaterniyon denir.
Teorem 4.5.1.

J. Jacobsthal sayis1 olmak tizere n = 0 igin Jacobsthal kuaterniyon Binet formiilii

1

9, = gg/ln + E:un)

seklindedir.

Teorem 4.5.2.
Q]J,, Jacobsthal kuaterniyon igin tirete¢ fonksiyonu

t+i+jRt+1)+kR2t+3)
1—t—2t2

G(t) =
seklindedir.
4.6. Jacobsthal-Lucas Kuaterniyon
Tamm 4.6.1. ( Jacobsthal-Lucas Kuaterniyon)
Jn Jacobsthal-Lucas sayisi olmak iizere
JLOn = jn + ns1 + Jin+2 T Kjnes

ile tanimlanan kuaterniyona n.Jacobsthal-Lucas kuaterniyon denir.

29



5. TRIBONACCI KUATERNIYONLARI

Bu béliimde Tribonacci ve Tribonacci-Lucas Kuaterniyonlar ile ilgili ¢aligmalara

yer verilmistir (Akkus ve Kizilaslan, 2017).
Tamm 5.1. (Tribonacci Kuaterniyon)
n > 0 i¢in n. Tribonacci kuaterniyon Q,, ve n. Tribonacci-Lucas kuaterniyon Q,,

On =T +iThi1 + T + kT3

ve
Qn = Kp + iKny1 + jKnyz + kKpys
tanimlanir.
Burada T, ve K,, sirasiyla n. Tribonacci ve Tribonacci-Lucas sayilaridir. n = 0 igin
On+3 = Ons2 + Ony1 + 9y
Qn+3 = Qn+2 + Qn+1 + Qn
dir.

Tamim 5.2. (Tribonacci Kuaterniyon Eslenigi)
Tribonacci kuaterniyon Q,,’nin eslenigi Q,,ile gosterilir ve
Q_n =Tn = iTht1 = jTne2 — kTn43
seklinde ifade edilir.
Tamm 5.3.

n. Tribonacci sayist T,, ve n. Tribonacci-Lucas sayisi K, i¢in negatif indisli
Tribonacci ve Tribonacci-Lucas dizileri A, =T_, ve B, = K_, olup negatif indisli

Tribonacci ve Tribonacci- Lucas kuaterniyonlar1 asagidaki sekilde tanimlanir.
Qn=Apt+iAyq+jAn_p+kAy_3
Q_n =By +iBp i+ By +kBy_;
Teorem 5.2.

Tribonacci kuaterniyon Q,, igin iirete¢ fonksiyonu
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x+i+j(1+x+x%)+k(2+2x+x2)
1—x—x%2—x3

G(x) =

seklindedir.
ispat.

G(x) =Qy +xQ; + x%Q, +---+ x"Q,, + -~ Tribonacci kuaterniyon Q,,’nin
irete¢ fonksiyonu olsun. Q,,_;, @,—, ve Q,,_s; mertebeleri Q,,’nin mertebesinden sirasiyla

1,2 ve 3 eksik oldugundan xG (x),x%G (x) ve x3G(x)’ i bulalim.
xG(x) = Qox + Q1x% + Qox3 4+ Qpgx™ 4 -
x2G(x) = Qox% + Q1x3 + Qox* 4+ -+ Qp_ox™ + -
x3G(x) = Qox3 + Qyx* + Qux® + -+ Qp_gx™ + -
gereken islemler yapilarak

Qo +x(Q1 — Qo) + x%(Q2 — 91 — Qo)

1—x—x%2—x3

G(x) =

olup degerler yerine yazildiginda

x+i+j(1+x+x%)+k2+2x+x2)
1—x—x%2—x3

G(x) =

seklindedir.

Teorem 5.3.

Tribonacci ve Tribonacci-Lucas Kkuaterniyonlart i¢in Binet formiilleri sirasiyla

asagida verilmistir.

- - e
I oy T o L e Ty LA v Yoy 3 £
ve
On=aa+ "B +y"y
olup burada

a=1+ia+ja?+ka?
B=1+if+jB*+kp*

y=1+iy +jy? +ky3
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seklindedir.

Ozdeslik 5.1.

b Qrzl = 2T,9n, — QnQ_n

o 0,=0,+20, 41 +30,,

dir.
ispat.
Q% = 2T, 0,, — 9,,0,, oldugunu gosterelim.
Qf =T7 — Ty — Tiyz — Tias + 2(iTuTnyr + jTnToes + KT Toy2)
olup
Qnén = T3 + Tie + Ty + Tiis
oldugundan

2T 0n = 2Tnz + 2(iTnTn+1 +jTTher + anTn+3)
ifadesi elde edilir.

Qn = Qn + ZQn—l + 3Qn—Z
i¢cin Tribonacci kuaterniyonun Binet formiilii su sekilde verilir.

an+1 ﬁn+1 n+1

|4

= apa-niTe-oe-nttu-oo-pL

0 zaman

n+1 n+1 n+1
a B 14

B

B (2 ) TR RV 17 Rt LA e T Ry LA

+2[ o a + A B+ 4 y]
(@a=P)le-—r~— B-a@F-N= - -A-

3 I an—l - ﬁn—l ﬁ N yn—l ,
(@a=B)a-v)— B-a)B-v= F-aF-p-
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B a"+1+2a"+3an_1l I:Bn+1+2:8n+3:8n_1 N yn+1+2yn+3y‘n—1

| @=-B-v |~ B-a)B-v) |- v-oG-p X
y*+2y+3

Yo - -plt

a’+2a+3 l“J’BnI 24+28+3
a(a—=p)a—-y)|~ BB —a)(B-v)

=aa+ "B +y"ty

n

=a

oo

=0,
seklinde elde edilir.
Ozdeslik 5.2.

n>0,m > 0igin

Onim = Tim—29n — (T3 + Tin-2)Qns1 + Tm-19n+2

dir.
Ispat.

Tlimevarimla ispatlanacak olursa m = 3 i¢in

On+3 = Qn + Qnv1 + Onsz

=T19, + (To + Tl)Qn+1 + 120042

ifade saglanir. Diger taraftan esitligin tim m < k icin saglandigi kabul edilsin. m = k + 1

i¢cin

Qnik+1 = n+k + Onak-1 + Ontk—2

= Ty—29n + (Ti—3 + Tk—2)On+1 + Tk—19n+2 + Tk—30n

+(Ty—a + Ti=3)Qns1 + Tk—2Qns2 + Tk—aQn

+(Ti—s + Tk—a)Qns1 + Tk—3Qn+2

= (Tk—z + Tx—3 + Tx—s)OQpn + (T—3 + T—p + T—s + T—3 + Tp—s + T—s) +
(Ty—1 + Tx—2 + Tx—3)Qn+2

= Tg-19n + (Tp—2 + Tk—1)Qnt1 + T Qns2
olup istenen sonug elde edilir.
Ozdeslik 5.3.

Her n, meN icin
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C, = af" + a™y™ + fry"
ve
Cn-m = Con-m + 1Con-m-1 + jCon-m-2 + kC2n-m-3
olmak tizere
Omin = OmKn — Qm-nCn + Qm—2n
Omsn = OmKn = Om-nCn + Con-m
On+2m = KmQn+m — KmQn + Qn-2m
dir.
Ispat.
Tribonacci sayilar1 ve Tribonacci-Lucas sayilari i¢in
Tin = TnKy — TpnCry + Trp—on
Kimin = KmKn = K n G + Conem
dir (Yilmaz ve Taskara, 2016).
Om+n = Tnin + Tman+1 + JTmins2 + kTininss
= (TnKn = Tin-nCn + Tm—2n) + i(Tin+1Kn — Tm11-nCn

+Tm+1—2n) +j(Tm+2Kn - Tm+2—nCn + Tm+2—2n) +
k(Tm+3Kn - Tm+3—nCn + Tm+3—2n)

= (Tm + iTp 41 +ij+2 + kTm+3)Kn - (Tm—n +iTy_p_q1 +
ij—n+2 + kTm—n+3)Cn + (Tm—Zn + iTm—2n+1 +
ij—2n+2 + kTm—2n+3

= OmKn = 9m-nCn + Qm-2n
elde edilir.
Benzer sekilde diger verilen 6zdeslikler de gosterilir.

Ozdeslik 5.4.

n
SAn = Z Qk
k=0

olsun. Bu durumda
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N| =

On = [SAn - SAn—4]

ve n=>0,m = 5i¢in

m
Sm = Z Tk
k=0

olmak iizere
Sntm = —Sm-35n — Sm-4Sn+1 = Sm-5Sn+2 + Sm-25n+3
elde edilir.
ispat.
Sn=00+01++0n

=0Q00+01++0p 4+0yp 3+0n 2+0n 1+
On

= gn—4 + Qn + Qn
= An—4 g ZQn
elde edilir. Buradan

~

On = [Sn - gn—4]

N| =

dir. Diger 6zdeslik ispatt n ve m iizerinden tiimevarim yoluyla yapilabilir. Oncelikle

asagidaki 6zdesligi ispatlayalim.
Sn+s = =28, — Spi1 + 4Sn3
n = 0 icin
Ss=0Q0+ Q1 +Q; +03+ 0, + 0
=00+0:1+0Q; +0Q3+(Q1 +Q2+0Q3) +(Q2+ 03+ Q4)
=00+ 01+ Q2+ Q3+ (Q1+Q2+0Q3)
+(Q2+93+0:1+9,+03)
= Qo + 39, + 409, + 403

=—200—00—0:1 +4(Qp + 0, +Q, +Q3)

35



== _2§0 - SAl + 4§3

olur. Kabul edelim ki esitlik n = k i¢in saglansin. Yani,
Siers = =28 — Sia1 + 4543
olsun.n =k + 1 igin
Sicr6 = Skas + Qs = =28k — Sear + 4843 + Qpess

= —ij - §k+1 + 4'~§‘k+3 + (Qk+3 + Qk+4 +
Qk+s)

= =28, — Sk+1 + 4Sk4z + Qira — Qperz —
Q1+ ks + Qkta — Qkaz — +Qx44)

= _2§k+1 - §k+2 4 4'~5A1k+4
yani esitlik n > 0 i¢in gecerlidir. m = 5 i¢in
~§n+5 = _2~§k+1 = §k+2 + 4-§k+4
= 5,80 = $18p41 = SoSn42 + S35n43
dir. m = r igin esitligin saglandigini kabul edelim. Yani
§n+r = _Sr—3‘§n - Sr—4~§n+1 - Sr—5‘§n+2 + Sr—2§n+3

dirrm=r+1igin

A

Sntr+1 = Snar + Ontrs1

A

= =535, — Sr—4~§n+1 - Sr—5‘§n+2 + Sr—2§n+3 + (Qn+r—2 + Onyr—1
+Qn4r)

= =85 25n — Sr—385n41 = Sr—aSna2 + Sro1Sn4s
m igin timevarim ile sonug elde edilir.

Ozdeslik 5.6.

(QnQn+4)2 + (Z(Qn+1 + Qn+2)Qn+3)2 = (Qrzl + 2(Qn+1 + Qn+2)Qn+3)2
dir.
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Ispat.
QTZL = (Qn+3 — Qns1 + Qn+2))2

= Q721+3 + (Qn+1 + Qn+2)2 - 2(Qn+1 +
Qn+2)Qn+3

ve

Q%+ 2(Qn+1 + On42)Qn+s = Qniz + (Qna1 + Qns2)?

dir. Bdylece

(Q% + 2(Qny1 + Qn42)Qn43)? = Q43+ (Qnir + Qna2)* + 2(Qna1 + Qni2)Qnrs)?
= Q43 — Qnt1 + Qn12)®? + 2(Qni1 + Qn42)Qn13)?
= (@743 — Qni1 + Oni2)?)?

Burada

Q743 = (Qni1 + 0n42)?)? = (Qnaz — Qnir + n12))® + (Qne3(Qnis + Oni2))?
= Q%074
dir. Bulunan deger yerine yazilarak ispat tamamlanir.
Ozdeslik 5.7.

Bazi kuaterniyonlarin sonlu toplamlart ile ilgili 6zdeslikler asagida verilmistir.

i  Qui2t Qnt Q0 — O
Qr = >
k=0

_ QZn+1 + QZn - (1 +j + Zk)
Qox = >

k=0

n -
z _ Qant2 + Qons1 — (1 + 2/ + 3k)
Qok+1 =

2
k=0

L = Osnag + Qan— (L—i+j+k)
D 0= ) Gt =TI

k=0 k=0

n _—

Z _Q4n+2+Q4n_(1_l+]+k)
Qux = 2

k=0
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Ispat.

O Qui2+ Qa0 -0,
EQk— >
k=0

oldugunu gosterelim. Tiimevarimdan faydalanarak ispatini yapabiliriz.n = 0 i¢in

=Qz"‘Qo'*‘Qo_Qz
2

Qo

i¢in dogrudur.

n = mi¢in dogru olsun. Yani

S Omez + Om + Q00— 0y
Z Qi = 2
k=0

dirrn=m+ 1igin

m+1 m

Z Qk :ZQk+Qm+1
k=0 K

=0

olup

N m+2 T Ym t B
> 0t Qg = 22 TINT QTR g
k=0

_ Omiz T 9m+ Q90— 9 + 2041

2
_ Qm+2 + Qm+1 + Qm + Qm+1 + QO - QZ
2
_ Qm+3 + Qm+1 + QO - QZ
2
boylece istenilen elde edilir.
m+1
_ Omiz T Qmi1 + 90— D2
Qr = >
k=0

elde edilir. Digerleri de ayni1 sekilde elde edilebilir.

38



6. FIBONACCI VE LUCAS KUATERNIYONLAR iCIN BAZI
OZELLIiKLER

Bu bélimde Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlar ile ilgili Halict (2012) ve Irmak

(2020) tarafindan yapilan ¢alismalar verilmistir.
Tamm 6.1.
_ (@2 Q1)
@=(g o
ifadesine Fibonacci kuaterniyon matris denir.

H = {Q,,: Q,, = (E,, Fy41, Fp12, F43); E, n. Fibonacci sayisi}

ve
B={pin=(2 Dwzed
i¢in

Fn + iFn+1 _Fn+2 - iFn+3>

Qn = (Fo Fry1, Frgoy Frys) = By = (Fn+2 — iFp43 )

olacak sekilde H ve H arasinda bir izomorfizm vardir.

E:(é (1)) ’:((i) —0i>’]:<(1) _01)’ I:(—Oi _oi)

olmak tizere

Po = BE + Fopad + oy + FisK
seklindedir.
Teorem 6.1. (Cassini Ozdesligi)

n = 1igin

Qn-1Qn+1 — QTZL = (—D"(2Q, — 3k)

dir.

Ispat.
o=(o: o)
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Fibonacci kuaterniyon matrisin determinanti alinirsa
det(Qr) = QoQ2 — QF = —(2Q, — 3k)
dir.

o=~ (g; o)

det(Q7) = Q105 — Q3 = (2Q, — 3k)
elde edilir. Kuaterniyon ¢arpimi ile Q™
Q" = (Fpq + iFy + jFny1 + kFpi2) (Fryr + iFnyp + jFpis + kFnys)
—(Fy + iFngq + jFngz + kFpi3)?
Ve
Q" = Qn = (-1"(20, — 3k)
boylece istenilen elde edilir.

Irmak (2020) farkli bir Fibonacci kuaterniyon matrisi tamimlayarak Halici (2012)

tarafindan ispatlanan teoremleri yeniden ispatlamistir.
F matrisini

F_<1+i+2j+3k i+j+2k>
“\ i+j+2k 1+j+k

seklinde tanimlamistir.
Tanim 6.2.

H={q =ay+ia, +ja, + kas:a, € Z} kuaterniyonlar kiimesi olmak {izere bir

kuaterniyon kare matris i= 1,2, j=1,2ve a;;€H igin

a;; Qg
a=( )
a1 Az
ile tanimlanir.
A’nin determinant1 detA
a1 Qg
detA = det ( )

a1 dpp

= 0110433 - Q12027
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olup bu carpim yukaridan asagiya c¢arpma olarak adlandirilir. Tiim kuatermiyonlarin

kiimesi degismeli olmadigindan, baska bir ¢arpim yonii tanimlanabilir. Yani

detA = det (all alz)

az1 Q22
= Q22011 - 21012
olup bu kurala asagidan yukariya dogru ¢arpma kurali denir.
_(1 1
Q= (1 o)

F_(1+i+2j+3k i+j+2k)
B i+j+2k 1+j+k

olarak alinsin.

oldugu daha 6nce gosterilmisti.

Simdi verilecek olan teorem Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlar igin verilen
Cassini 6zdesligidir.

Kuaterniyon matrisler i¢in iki farkli determinant tanimi oldugundan Cassini

0zdesligi i¢in iki farkli versiyon elde edilir. Halic1 (2012) tarafindan verilen 1. Tip Cassini

Ozdesligi ispatlanirken asagidan yukariya olarak tanimlanan determinant kullanilmistir.
Teorem 6.2. (1. Tip Cassini Ozdesligi)
n = 1i¢in
Qn-1Qn+1 — QTZI = (-D"(2Q, — 3k)
ve
Kn-1Kne1 — K7 = 5(=1)""1(2Q; — 3k)
dir.
Ispat.

Qan(Fn+1 Fn)(1+i+2j+3k i+j+2k>
E, F,, i+j+2k  1+j+k

olup 6rnek olarak birinci satir ile birinci siitunu ¢arpalim.
[(Frs1) A+H2/435)+F,(H/+2k)]
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=Fni1 + g1 + 2jFpyq + 3k Foyq + P + P+ 2kFy = Fopg +iF0 + s +
an+4

=Fpi1 + (B 4 Fryg) +J(2F ey + Fo) + k(B Fuy + 2F)

=Py + iy +j(Fppr + Frgr + F) + k(Fpyr + Frgg + Fppr + By + F)
=Fp+ iFpyo +j(Fopr + Foi2) + kR, + Foyg)

=Fn + iR + Pz + k(B2 + Fuz + Fayd)

=Fn + 12 + Pz + k(Fuyz + Frys)

=Fn 4 iFnyy + jFniz + kFoypg

=Qn+1
benzer seklde matrisin diger elemanlar: da elde edilebilir. Boylece ¢arpim sonucu
(Qn+1 Qn >
On  Qn-1

olur. Asagidan yukariya determinant kurali uygulanarak ifadesini kullanarak Onerme 2.1.2.

den
Qn-1Qn+1 — Q2=(F , Fuoq —F)((1+j + K)(14i+2j+3k)- (i +j + 2k)?)

= (=" +i+2j+3k+j+ji+2j%+3kj + k + ki + 2kj +
3k% 4+ i% +ij + 2ik + ji + j? + 2jk + 2ki + 2kj + 4k?)

= (=1)"(=4 + 2i + 4] + 3k — (=6))
=(—1D"2+2i+4j+ 6k -3k
=(=1"(2Q, — 3k)

elde edilir. Onerme 2.1.1 den F,,_; + F,,,; = Ly, ifadesi kullanilarak

. Lnsi  Ln \ (14i+2j+3k i+j+2k>
1 1 _ n+1 n
(¢ +@)F_<Ln Ln_1>( i+j+2k  1+j+k

olup 6rnek olarak birinci satir ile birinci siitunu ¢arpalim.
[((Lns) @A+ i+ 2j +3k)] + [L,(i +j + 2k)]
=Lpy1+ilyyq +2jLyq +3kLlyq +il, + L, + 2kL,

=Lln+q + i(l'n+1 + Ln) +j(2['n+1 + Ln) + k(gl'n+1 + ZLn)
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=Lnt1 + ilnyz +j(Untr + Lnwr + L) + k(Lnyr + 2Lpy2)
=Ln1 + ilnyy +j(Unsr + Lnsa) + k(Lnyo + Liys)
=Llnt1 +ilnyo +jlnyz + Kilngg

=+t

elde edilir. Benzer sekilde matris ¢arpimi yapilarak sonug

(jc‘n+1 Kn )
:Kn :Kn—l

olarak bulunur. Asagidan yukariya ¢arpim kurali kullanilarak
Kno1HKnsr —KE = (bpgr Lncr — L2) ((L+j + k)(1+ i+ 2j +3k) -(i +j + 2k)?)
olup gerekli ¢arpma islemleri yapildiginda
=5(—1)""1(2Q, — 3k)
elde edilir.
Teorem 6.3. (2. Tip Cassini Ozdesligi)
n = 1 olmak iizere
Qn+1Qn-1 — Q7 = (=1)"(2 + 2j + 5k)
ve
Kps 1K1 — K2 =5(-1)""1(2 + 2j + 5k)
dir.
Ispat.
Birinci Tip Cassini Ozdesligindeki benzer yol takip edilerek
Qni1@n-1 = Q= (FamaFpy = B+ i+ 2j +30) A+ + k) — (i + ) + 2k)*)
= (—1D™(2 + 2j + 5k)
dir. Benzer sekilde
Kps1Kno1 — K2 = (Lpy1ln1 —L2)((A+i+2j+3k)(A+j+k)— (i +j+ 2k)?
=5(—-1)"" (2 + 2j + 5k)

elde edilir.
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Teorem 6.4.
mn=>1
Qm+n = Fin+1Qn + FnQn-1
dir.
Ispat.
QM™MF = QM(Q"F)
oldugundan

Qm+nF:<Fm+n+1 Fnin )(1+i+2j+3k i+j+2k>
i+j+2k 1+j+k

Fm+n Fm+n—1
carpiminda drnek olarak birinci satir ve birinci Siitun ¢arpildiginda
(Frans) A+ i+ 2j 4+ 3k) + (Fpen) (@ +j + 2k)
= Fnin+1 + iFniner + 2jFninsr + 3kFninss + Fnan + JFman + 2kFpin

= Fyns1 + 1(Fpgn + Fm+n+1) + j(Fnan+t t Fnan) + jFmansr +
k(Fm+n+1 + Fm+n) + ka+n+1 + ka+n+1 + ka+n

= Imin+r T iFm+n+2 +ij+n+2 +ij+n+1 + ka+n+2 + ka+n+1 + ka+n+2
= Fnin+1 + iFnine2 T JFninss T KFminta

= Qmin+1

seklinde tiim matris elemanlarini elde edebiliriz. Bdylece ¢arpim sonucu

(Qm+n+1 Qm+n >

Qm+n Qm+n—1

olarak bulunur. Diger taraftan

e = (5 )0 ol

Fn1
olup birinci satir ve ikinci siitunu ¢arparsak

Qmin = Fny1Qn + EpQn_1
elde edilir.

Teorem 6.5.

m,n = 1ig¢in
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Om+1Qn+1 + Qm@n = Qmin+1 T 1Qmin+2 + JQmin+s + kQmin+a

dir.
Teorem 6.6.

n = 1i¢in
Qn-1Qn+1 — Q7 = (1D™(2 — 2j — 5k)
Qn+1Qn-1 — Qi = (-1)"(2Q; + 3k)
Kn-1Kpe1 — Kf = 5(=1D""1(2 - 2j — 5k)
K1 ¥nq = K = 5(=1)""1(2Q; + 3k)
seklindedir.
ispat.

Teorem 6.3 {in ispatindan benzer yol izlenerek ispatlanir.
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7. SONUC VE ONERILER

Ozel say1 dizilerinin kuaterniyonlar1 {izerine ¢alismalar literatiirde genis bir yer
tutmaktadir. Bu tez calismasinda 6zel say1 dizilerinin kuaterniyonlari ile ilgili detayli bir
calisma yapilmistir.  Ozellikle Tribonacci  kuaterniyonlar ve  Tribonacci-Lucas
kuaterniyonlar ayrintili olarak incelenmistir. Yine farkli bir Fibonacci kuaterniyon matris
kullanilarak &nceden bilinen temel dzdeslikler yeniden ispatlanmustir. Ileride farkli sayi
dizileri icin kuaterniyonlar tanimlanip bu kuaterniyonlarin Binet formiilleri, iirete¢
fonksiyonlart ve temel oOzellikleri elde edilip literatiirle karsilastirmasi yapilarak

calismalara devam edilebilecegi diisiiniilmektedir.
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