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OZET

YUKSEK LiSANS
CHEBYSHEV POLINOMLARININ OZELLIiKLERi UZERINE
HALIME TURGUT

YOZGAT BOZOK UNIVERSITESI
LiSANSUSTU EGITIiM ENSTITUSU

MATEMATIK

TEZ DANISMANI: DOC. DR. FUNDA TASDEMIR

Bu tez calismasinda birinci, ikinci, {giincli ve dordincii ¢esit Chebyshev
polinomlar1 ve oOzellikleri ile ilgili detayli bir inceleme yapilmistir. Ayrica, Chebyshev
polinomlarinin, 6zel say1 dizileri ve 6zel sayr dizilerinin polinomlar: ile iliskilerine yer
verilmistir. Bu ¢alismanin birinci boliimiinde Chebyshev polinomlar ile ilgili yapilan
calismalardan bahsedilmistir. Ikinci béliimde tez boyunca yararlanilan temel tanim ve
teoremler verilmistir. Uciincii boliimiinde ise 6zel say1 dizileri ile ilgili polinomlara
deginilmistir. Dordiincii boliimde, Chebyshev polinomlarinin her bir gesidinin temel
ozellikleri detayl1 olarak verilmistir. Yine, Chebyshev polinomlarinin, 6zel say1 dizileri ve
0zel say1r dizilerinin polinomlar: ile iliskilerine 6rneklerle yer verilmistir. Bu bdliimde
birinci ve ikinci gesit Chebyshev polinomlariin trigonometri ile iligkileri ¢alisilmistir. Son
olarak bu bolimde Chebyshev polinomlarinin farkli bir hali olan &6telenmis (shifted)
Chebyshev polinomlart dort g¢esit Chebyshev polinomlar igin incelenmistir. Besinci
boliimde ise Chebyshev polinomlarinin dort farkli ¢esidinin tiirev ve integralleri ayrintili
olarak verilmistir. Son olarak altinci boliimde ise yapilan c¢alisma Ozetlenerek,
degerlendirmeler yapilmis ve bazi 6nerilerde bulunulmustur.
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ANAHTAR KELIMELER: Chebyshev polinomlari, Fibonacci sayilari, Pell sayilari,
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ABSTRACT

MASTER THESIS
ON THE PROPERTIES OF CHEBYSHEV POLYNOMIALS
HALIME TURGUT

YOZGAT BOZOK UNIVERSITY
SCHOOL OF GRADUATES STUDIES

MATHEMATICS
SUPERVISOR: ASSOC. PROF. DR. FUNDA TASDEMIR

In this thesis, a detailed examination of the first, second, third and fourth kinds of
Chebyshev polynomials and their properties have been made. Also, the relations of
Chebyshev polynomials with special number sequences and polynomials of special number
sequences are given. In the first section of this study, studies on Chebyshev polynomials
are mentioned. In the second section, the basic definitions and theorems used throughout
the thesis are given. In the third section, polynomials related to special number sequences
are mentioned. In the fourth section, the basic properties of each kind of Chebyshev
polynomials are given in detail. Again, the relations of Chebyshev polynomials with
special number sequences and polynomials of special number sequences are given with
examples. In this section, the relations of the first and second kind of Chebyshev
polynomials with trigonometry are studied. Finally, in this section, shifted Chebyshev
polynomials, which are different versions of Chebyshev polynomials, are examined for
four kinds of Chebyshev polynomials. In the fifth chapter, derivatives and integrals of four
different kinds of Chebyshev polynomials are given in detail. Finally, in the sixth section,
the study is summarized, evaluations are made and some suggestions are given.

2023, ix+60 PAGE
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1. GIRIS

Literatiirde Onemli bir yere sahip Chebyshev polinomlar1 yaklasim teorisinde
kullanilan polinom ailesinin 6nemli bir iiyesidir. Ustelik Chebyshev polinomlarinin
Fibonacci ve Lucas say1 dizileri ve polinomlari ile yakindan iligkili olmasi bu alanda
yapilan c¢alismalarda motivasyon kaynagi olmustur. Chebyshev polinomlarinin temel
Ozellikleri, iirete¢ fonksiyonlar, tiirevleri, integralleri, 6zel say1 dizileri ve polinomlart ile

baglantilar1 birgok kaynakta ¢alisma konusu olmustur.

Dort cesit olan Chebyshev polinomlari arasinda birinci ¢esit Chebyshev
polinomunun ¢ok yonlii ve 6nemli olmasi yapilan calismalarda daha ¢ok yer verilmesine
neden olmustur. Ozellikle Chebyshev polinomlarinin tiirev ve integrallerini iceren
calismalarda siirekli olarak birinci ¢esit Chebyshev polinomlar1 iizerinden esitlikler ve
sonuclar verilmistir. Chebyshev polinomlarinin diger ¢esitlerinin (6zellikle ikinci cesit)
ozellikleri, tiirev ve integrallerinin hesaplanmasi agik problemler olarak literatiirde yer
almaktadir. Chebyshev polinomlarmin Fibonacci ve Lucas gibi 6zel say1 dizileri ve bu
dizilerin polinomlar: ile yakin iliskide olmasi, (ikinci ¢esit Chebyshev polinomu ile
Fibonacci dizisi ve birinci ¢esit Chebyshev polinomu ile Lucas dizisi yakindan iligkili) elde

edilecek sonuglarin ilging ve yararli olmasina neden olmaktadir.

Chebyshev polinomlarmin diger 6nemli bir 06zelligi ise; maksimum hatay1
minimum yapma egiliminde olmalaridir. Sayisal analiz, Fourier serileri, graf teorisi ve
diger bir¢ok alanda 6nemli bir role sahip olan Chebyshev polinomlari sayilar teorisi
alaninda da ayni onemli rolii devam ettirmektedir. Bu nedenle farkli tipteki Chebyshev
polinomlarinin ilging 6zelliklerinin, 6nemli iligkilerinin, tiirev ve/veya integrallerinin elde
edilmesi ile Chebyshev polinomlarina dolayisiyla Fibonacci ve/veya Lucas say1 dizilerine

iliskin 6nemli katkilar saglanacaktir.

Chebyshev polinomlar1 matematigin bir¢ok alaninda yer almis ve bu konuda ¢ok
sayida makale ve kitap yazilmistir (Rivlin, 1990; Mason, 2003). Zhang (2002), Chebyshev
polinomlart ile ilgili baz1 6zdeslikler vermistir. Horadam (2002) tarafindan tanimlanan
Vieta-Fibonacci ve Vieta-Lucas polinomlar1 birinci ve ikinci gesit Chebyshev polinomlari
ile yakindan baglantilidir. Bu nedenle modifiye Chebyshev polinomlar1 olarak Vieta

polinomlart Vitula ve Slota (2006) tarafindan yeniden tanimlamistir. Zhang (2004)

1



Chebyshev polinomlarinin tiirevini kullanarak bazi teoremler ispatlamistir. Yakin
geemiste; Gospava B. Djordjevic (2009) de genellestirilmis Chebyshev polinomlari
lizerine ¢aligmalar yapmistir. Calik (2010), Chebyshev polinomlarinin dort farkli ¢esidinin
bazi temel oOzelliklerini vermistir. Wang ve Zhang (2012) Chebyshev polinomlarinin
kuvvet toplamlarimi igeren bir problemi incelemis ve birinci g¢esit Chebyshev
polinomlariin tiirevini vermistir. Yang (2014) Chebyshev polinomlar1 ve Fibonacci
polinomlarmin tiirevleri ilizerine ¢aligmistir. Cesarano (2015) Chebyshev polinomunun
integrali lizerine ¢calismistir. Whang (2015), Chebyshev polinomlari, Fibonacci polinomlari
ve Lucas polinomlar1 arasindaki iligkiyi gostermistir. Wang ve Hu (2018), Wang ve Zhang

(2012) tarafindan 6nerilen acik problemi ¢ézmiislerdir.

Chebyshev polinomlart hem sayilar teorisi hem de matematigin farkli alanlarinda
teorik ve uygulamada 6nemli bir role sahiptir. Ayn1 zamanda bu polinomlarin Fibonacci ve
Lucas dizileri gibi 6zel say1 dizileri ile yakindan iligkili olmasi birgok arastirmaci i¢in ilgi
¢ekici olmustur. Literatiirde bazi agik problemlerin yer almasi, tiirev ve integral konusunda
arastirilacak acgik problemlerin yer almasi nedeniyle bu alanda yapilacak katki ile hem
literatliriin detayli bir incelemesi yapilmis olacak hem de agik problemlere ¢oziim

bulunmaya ¢alisilacaktir.



2. TEMEL BIiLGILER

Bu bolimde, tez c¢alismasinda kullanilacak olan temel tamim ve teoremler
verilmistir (Koshy, 2001).
Tamm 2.1. (Fibonacci Sayilar)

Fo=0,F=1ven=>2i¢n F, = F,_; + F,,_, yineleme bagntis1 ile tanimlanan
tamsayilar dizisindeki sayilara Fibonacci sayilari denir ve n. Fibonacci sayist F, ile

gosterilir.

Baslica Fibonacci sayilari:
0,1,1,2,3,5,8, 13, 21, 34, 55, 89, ... seklindedir.

Tamim 2.2. (Lucas Sayilari)

Ly=2,Ly=1ven=>2i¢n L, =L, 4 + L,_, yineleme bagintisi ile tanimlanan

tamsayilar dizisindeki sayilara Lucas sayilar1 denir ve n. Lucas sayist L, ile gosterilir.

Baglica Lucas sayilari:
2,1,3,4,7,11, 18, 29, 47, 76, 123, ... seklindedir.

Tamim 2.3. (Pell Sayilari)

Py=0,P,=1ven = 2i¢in P, = 2P,,_; + P,,_, yineleme bagintisi ile tanimlanan

tamsayilar dizisindeki sayilara Pell sayilar1 denir ve n. Pell sayis1 P, ile gosterilir.

Baslica Pell sayilar::
0,1,2,5,12, 29, 70, 169, 408, ... seklindedir.

Tamim 2.4. (Pell-Lucas Sayilar)

Q=2 Q:=2 ve n=>2 ii¢cin Q, =2Q,_1 +Q,_, yineleme bagmntist ile
tanimlanan tamsayilar dizisindeki sayilara Pell-Lucas sayilari denir ve n. Pell-Lucas sayisi

Q,, ile gosterilir.

Baslica Pell-Lucas sayilari:

2,2,6,14, 34,82, 198, 478, 1154, ... seklindedir.



Tanim 2.5. (Altin Oran)

Altin oran, uyum agisindan matematikte, bir biitiiniin pargalar1 olarak gézlemlenen,
en yetkin boyutlar1 verdigi diisiiniilen geometrik ve sayisal bir oran bagintisidir. Ayni
zamanda iki miktardan biiylik olanin kii¢ii§e orani, miktarlarin biiyiik olanina orani ile ayni
ise altin orandir. Altin oran konusundan ilk bahseden kisiler belli olmasa da Misirlilar’in
ve Yunanlilar’in bu konu {izerinde yapmis olduklar1 bazi ¢alismalar oldugu goriilmektedir.
Oklid, milattan 6nce 300’lii yillarda yazdig1 “Elementler” adli tezinde “u¢ ve onemli
oranda bolmek” olarak altin oran1 ifade etmistir. Misirlilarin Keops Piramidinde, Leonardo
da Vinci’nin “Ilahi Oran” adli ¢alismada sundugu resimlerde kullanildig1 bilinen “altin

oran”, “Fibonacci Sayilar1” olarak da bilinmektedir.

Bu oranin kisaca gosterimi:

1++/5
2

= 1,618

seklindedir.

Bir Fibonacci sayisinin kendinden 6nceki Fibonacci sayisina boliimii ile elde edilen
sonug, 1,618...°dir. Ornegin; 6765/4181 = 1,618 ... sonucunu vermektedir. Bu durum
89°dan daha kiiciik olan Fibonacci sayilari i¢in 0,01 gibi kii¢iik bir farklilikla ortaya ¢iksa
da, biiyiik sayilarin tamaminda sonu¢ aymidir. Yani dizideki ardisik iki saymin orani,
sayilar biiyiidiikge Altin Oran’a yani 1.618’e yaklasir, 89/55 ve sonrasinda ise 1.618...°de
sabitlenir.

Teorem 2.6. (Binet Formiilleri)

x% —x—1=0 Kkarakteristik denkleminin kokleri a ve 8 olmak iizere F, ve L,

icin Binet formiilleri sirasiyla

a — g
P
a—p

ve
L,=a"+p"

seklindedir (Ozvatan, 2018).



Burada

ile verilir.

Benzer sekilde x? — 2x — 1 = 0 karakteristik denkleminin kokleri y ve & olmak

lizere P, ve Q,, i¢in Binet formiilleri sirasiyla

=l t
ve
=2
dir. Burada
y=1+v2 ve §=1-+2
ile verilir.

F, ve L, icin Binet formiillerinden

Fp=(D""E ve L, = (=1)"Ly,
P, ve @, icin Binet formiillerinden

P =(1""F ve Qp = (=1)"Qn

elde edilir.



3. OZEL SAYI DiZILERI ILE iLiSKiLI POLINOMLAR

ay, aq, ---,a, € R ven € N olmak iizere,
Pn(x) = ag + a;x + azx? + -+ + ax™ (1.1)

seklinde tanimlanan p,: R = R fonksiyonuna bir polinom (¢ok terimli) denir. Buradaki n
dogal sayisina polinomun derecesi, a,, a4, ..., a, sayilaria da polinomun katsayilari denir.

Omegin; x? — 6x + 15 ifadesi ikinci dereceden bir polinom olarak ifade edilebilirken,

3
x% — 5x + 2xz ifadesi bir polinomu ifade etmez. Bunun sebebi polinom derecelerinin
rasyonel degil bir dogal say1 olmasidir. Bir polinomda, toplama, ¢ikarma, ¢arpma, pozitif

sayilarin iisslinil alma gibi islemler kullanilabilmektir.

Polinom fonksiyonlart ¢ok uygun ozelliklere sahiptirler. Polinomlar, x in istenilen
her degeri i¢in tlirevlenebilir ve herhangi bir aralikta integrallenebilirdirler. Bunun yam
sira p(x) polinomu a,, a4, a,, ..., a, gibi n+ 1 tane katsay1 tarafindan tam olarak
belirtilebilir.

3.1. Fibonacci ve Lucas Polinomlar:

Fibonacci polinomlart f, (x), ilk olarak 1883 yilinda Belgikali matematik¢i Eugene
C. Catalan ve daha sonra Alman matematik¢i Ernst Jacobsthal (1882-1965) tarafindan
arastirildi. Ayn1 derecede iinlii Lucas polinomlar1 [,,(x) 1970 yilinda Marjorie Bicknell
tarafindan ¢alisilmistir. Fibonacci ve Lucas polinomlari, daha genis bir tamsayi ailesi olan

9n(x) gibonacci (genellestirilmis Fibonacci) polinomlar ailesine aittir.
Tanim 3.1.1.
n = 2 olmak lizere

In(¥) = xgn-1(X) + gn-2(%)

rekiirans bagintisinda baslangi¢ degerleri olan go(x) = 0 ve g, (x) = 1 olarak alindiginda

gn(x) = f,,(x) Fibonacci polinomu elde edilir. Ornegin f,(x) ve f5(x) polinomlar

fZ(x) = xfl(x) +f0(X) =x.1+0=x

ve benzer sekilde,



() =xfL,0)+ filx)=xx+1=x%+1
dur.

Ik 10 Fibonacci polinomu asagidaki tabloda verilmistir:

Tablo 3.1. ilk 10 Fibonacci Polinomu

fn(x)
1

X

x*+1

x3 + 2x

x*+3x2+1

x° + 4x3 + 3x
x®+5x*+6x2+1

x7 4+ 6x° + 10x3 + 4x

x® 4+ 7x% +15x* + 10x% + 1
x° +8x7 + 21x° + 20x3 + 5x

S

P OO NO OIS~ WN B

o

Go(x) = 2 ve g;(x) = x olarak alindiginda g, (x) = [,,(x) Lucas polinomu elde

edilmis olur. Ornegin I, (x) ve I3(x) polinomlar
L(x)=xl;(x)+ lp(x) =x.x+2=x%+2
ve benzer sekilde
I3(x) = xl,(x) + L, (x) =x(x?> +2) + x = x3 + 3x
bulunur.

Ik 10 Lucas polinomu asagidaki tabloda verilmistir:



Tablo 3.2. ilk 10 Lucas Polinomu

(%)

X

x*+2

x3 + 3x

x*+4x%2 + 2

x° 4 5x3 + 5x

x® 4+ 6x* +9x%2 +2

x7 4+ 7x% + 14x3 + 7x

x® + 8x° + 20x* + 16x% + 2
x° +9x7 + 27x° + 30x3 + 9x
x10 + 10x8 + 35x° + 50x* + 25x2 + 2

S

P OO ~NO O WNPE

(@)

Acik olarak F, = f,,(1) ve L, = 1,,(1) dir.

Dikkat ¢ekici bir diger 6zellik ise n tek ise f,, ¢ift bir fonksiyon, n ¢ift ise f;, tek bir

fonksiyondur. Yine n tek ise [, tek , n ¢ift ise [,, ¢ift bir fonksiyondur.

3.2. Pell ve Pell-Lucas Polinomlari

Pell polinomu p,, (x) ve Pell-Lucas polinomu g, (x) olmak iizere, p,(x) = f,,(2x)
ve q,(x) = 1,(2x) olarak tanimlanir. n > 2 i¢in hem Pell polinomu p, (x) hem de Pell-

Lucas Polinomu q,,(x)
In(x) = 2xgn-1(x) + gn-2(x)
ikinci mertebeden indirgeme bagintisini saglarlar.
go(x) =0 ve g,(x) =1 alindiginda
Gn(x) = pn(x)
olur. Benzer sekilde, go(x) = 2 ve g;(x) = 2x alindiginda
Gn(x) = qn(x)

olacaktir. Pell sayilar1 B, ve Pell-Lucas sayilar1 Q, olmak iizere B, = p,(1) = f,(2),
200 = ¢n(1) = [,(2) dir. Aym ifade p,(3)=Fy qu() =L, seklinde de ifade
edilebilir.



flk 10 Pell ve Pell-Lucas sayis1 Tablo 3.3’te, ilk 10 Pell ve Pell-Lucas polinomu

Tablo 3.4’te gosterilmistir:

Tablo 3.3. i1k 10 Pell ve Pell-Lucas Sayilar

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

P, 1 2 5 12 29 70 169 408 985 | 2378

Q, 1 3 7 17 41 99 239 577 | 1393 | 3363

Tablo 3.4. i1k 10 Pell ve Pell-Lucas Polinomlar

n Pn(X) qn (%)

1 |1 2x

2 | 2x 4x% + 2

3 |4x?2+1 8x3 + 6x

4 | 8x3+4x 16x* + 16x2 + 2

5 | 16x* +12x%2 +1 32x5 + 40x3 + 10x

6 | 32x° 4 32x3 + 6x 64x° 4+ 94x* + 36x% + 2

7 | 64x° 4+ 80x* + 24x% + 1 128x8 + 224x° + 112x3 + 14x

8 | 128x% + 192x° + 80x3 + 8x 256x8 + 512x% + 320x* + 64x2 + 2

9 | 256x8 + 448x° + 240x* + 40x? 512x° + 1152x7 + 864x° + 240x3
+1 + 18x

10 | 512x° + 1024x7 + 672x> + 160x3 | 1024x° + 2560x8 + 2240x°®
+ 10x + 800x* + 100x2 + 2

Pell-Lucas sayilari, Pell ve Lucas ile higbir ilgisi olmamasina ragmen hem Pell hem de
Lucas’tan adim alir. Fibonacci ve Lucas sayilar gibi, Pell ve Pell-Lucas sayilar da, ikiz

sayilar gibi davranir ve bir¢ok ortak formiil ve bagintilar1 mevcuttur.



4. CHEBYSHEYV POLINOMLARI VE OZELLIKLERI

Adini inlii Rus matematik¢i Pafnuty Lvovich Chebyshev’den (1821-1894) alan
Chebyshev polinomlari, Pell ve Pell-Lucas polinomlariyla yakindan iliskilidir. Tipk1 Pell
polinom ailesinin, birbirleriyle yakindan iligkili iki alt aile olan {p,,(x)} ve {g,(x)} den
olustugu gibi Chebyshev ailesi de yakindan iliskili iki alt aile {T;,(x)} ve {U,(x)} den
olusur. T harfi Fransizca Tchebycheff’ten veya Almanca Tschebyscheff’ten gelir.
Chebyshev polinomlari, yaklasim teorisi, kombinatorik, Fourier serileri, niimerik analiz,

graf teorisinde ve diger bir¢ok alanda ¢esitli uygulamalara sahiptir.

Bu boliimde dort gesit Chebyshev polinomu detayl olarak incelenecektir.
4.1. Birinci Cesit Chebyshev Polinomlari
To(x) =1, T;(x) = x,ven = 2 igin

Th(x) = 2xTp_1(x) — T2 (%) (1.2)

yinelemeli (tekrarli) bagintisi ile tanimlanan polinomlara birinci ¢esit Chebyshev polinomu

denir ve T,(x) ile gosterilir.

Ornegin;

T (x) = 2xT,(x) — To(x)
=2x.x—1
=2x?-1

ve

T5(x) = 2xT,(x) — T1(x)
=2x(2x*—-1) —x
= 4x3 — 3x

dir.
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Birinci ¢esit Chebyshev polinomunun ilk 11 terimi asagida verilmistir:
To(x) =1

T;(x) =x

T,(x) =2x? -1

Ty(x) = 4x3 — 3x

T,(x) =8x*—8x?+1

Ts(x) = 16x° — 20x3 + 5x

To(x) = 32x% — 48x* + 18x2 — 1

T,(x) = 64x7 — 112x° + 56x3 — 7x

Tg(x) = 128x8 — 256x° + 160x* — 32x% + 1

To(x) = 256x° — 576x7 + 432x> — 120x3 + 9x

Tio(x) = 512x1% — 1280x8 + 1120x° — 400x* + 50x2 — 1.
Lemma 4.1.1. (https://brillant.org/wiki/)

n = 0 olmak iizere birinci gesit Chebyshev polinomu i¢in asagidakiler 6zellikler vardir:
D) Tu(=x) = (=1D)"T,,(x)

2) T2n(0) = (="

T, (1) =1

4) T2n4+1(0) = 0

5) T(=1) = (~1)"

x degiskeninin kuvvetlerinin T,, (x) birinci ¢esit Chebyshev polinomlari cinsinden ifadesi

Zﬁ Tk(x)"'(}f)Tk—z(x)+('2‘)Tk-4(x)+-" +<(k’fl)>T1(x)},‘ k tek ise
2

Zﬁ[Tk(x)+(11()Tk_2(x)+(’2‘)Tk_4(x)+"' +§<§>To (x)]: kgift ise
2

11



esitlikleri ile verilir (Vetterling ve Press, 1988).
Simdi T;, (x) ve g,,(x) polinomlarinin yakindan iliskili oldugunu gosterelim.
q1(x) = 2x
= 2i*x
= 2(—i)(ix)
= 2(—1)T; (ix)
ve
qg.(x) = 4x% + 2
=2(2x% +1)
=2i*(2x% + 1)
=2(—i)?[2(ix)% — 1]
= 2(=1)?T,(ix)

Daha genel olarak, n > 2 olmak iizere n ye kadar tiim tamsayilar i¢in esitligin
dogru oldugunu varsayalim. Boylece, (1.2) esitliginden,

Ty (ix) = 2(ix)Tp—q (ix) — T2 (ix)

— 2ix qn-1(x) _ qn-2(x)
I FIC E BR FIC R

_ ZxQn—l(x) + Qn—z(x)
o 2(=D)n 2(=i)n

_ 2xqn-1(x) + Gn—2(x)
B 2(-)"

_ qa(x)
IGHE

olup 2(—=i)"T,(ix) = q,(x) bulunur. Boylece tiimevarim yontemiyle n > 0 i¢in q,(x) =
2(—i)"T, (ix) oldugu ispatlanmis olur.
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Ornegin,
2(—=i)°Ts(ix) = —2i[16(ix)° — 20(ix)3 + 5(ix)]
= —2i(16ix° + 20ix3 + 5ix)
= 32x° + 40x3 + 10x
= gqs(x)
bulunur.

Aynm1 zamanda, q,(1) = 2Q,, oldugundan 2Q, = 2(—i)"T,(i); vyani Q, =

|T,, ()], burada |z|, z karmasik sayisinin mutlak degerini gosterir.
Ornegin;
Qs = (—i)STs(i)
= —i(16i° — 20i3 + 5i)

16 +20+5

=41
benzer sekilde
Qs = (—1)°Ts (1)
= —1(32i® — 48i* + 18i% — 1)
=32+48+18+1
=99
bulunur.

4.1.1. T,(x) igin Agik Bir Formiil

T,(x) = 2xTy_1(x) — Tp_5(x) yineleme bagmtsinin karakteristik denklemi

t? — 2xt + 1 = 0 olup denklemin ¢dziimleri




dir. Boylece yineleme bagintisinin genel ¢6ziimii su sekilde verilir:

T,(x) =A(x +Vx?—-=1)"+B(x—Vx2—-=1" i¢cin A= A(x) ve B =B(x)

belirlenecektir. Iki baslangi¢ kosulunu kullanarak

T, (x) = A(x +x2 — D" + B(x — /x2 — )"
denkleminde
To(x) =A+B
To(x) = 1 oldugundan A + B = 1 bulunur.
T;(x) =Ax+ Bx + Ayx? —1—Bx? -1
= x(A+ B)+Vx2 —1(A - B)

T;(x) = x oldugundan A = Bolup A =B = % bulunur. Boylece istenen agik formiil n > 0

i¢in
(x+VZ=1)" + (x—VaZ=1)"
Ta(x) = > (1.3)
bulunur.
Ornegin;

2T (%) = (x + Va2 — 13 + (x — /x2 — 1)°
= 2[x3 + 3x(x? — 1)]
= 2(4x3 - 3x)
bulunur. Béylece T5(x) = 4x3 — 3x oldugu goriiliir.

(1.3) denklemi ayni zamanda |T,,(i)| = Q,, ispat1 i¢in de kullanilabilir:

2T, (i) = (i +4iz - 1)” + (i —Jiz - 1)”
= ((+w2)" +(i-iv2)"

14



= "y + 67

|il| = 1 oldugundan

_ y*r+o"
IT.(D] = 2 =0Qn
olur.
Asagidaki ornek, birinci gesit Chebyshev polinomu T, (x) in ilging bir 6zelligini
gostermektedir.
Ornek 4.1.1.1.

ZTm(x)Tn(x) = Tan(x) + Tlm—nl(x)

oldugunu gosterelim.

Ispat icin m = n > 0 oldugunu kabul edelim. Kolaylik i¢in Vx2 —1 = r, yani

x% —r? = 1olsun.
AT OT, () =[x+ )™+ (x =)™ ][(x + )" + (x — 1)"]
=[x+r)™"+ =)™+ x+r)" ="+ x—r)"(x+1)"
= 2Tin (X)) + (x + )" (x =) (x + r)™ " + (x — 7)™ "]
= 2T, n (%) + (X2 — r2)"2T,, _, ()
= 2Tinan(x) + 2Tp_n (x)
olur. Béylece
2T ()T (%) = T (%) + T (%)
bulunur.

Benzer sekilde n=m igin 2T, (x)T,(x) = Tpin(x) + Tp_jn(x) oldugu da

gosterilebilir. Boylece istenen sonug, iki durumun birlestirilmesiyle elde edilir.

Ornegin, m = 5 ve n = 3 olsun. Bu durumda
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Tg(x) + To(x) = (128x8 — 256x° + 160x* — 32x? + 1) + (2x2 — 1)

= 128x® — 256x° + 160x* — 30x?

= 2(16x° — 20x3 + 5x)(4x3 — 3x)

= 2Ts(x)T5(x)
dir.
Ozel olarak n = 1 ve m > 1 alindiginda

Tns1(X) + T () = 2T, () Ty (x)
= 2xT,,(x)

bulunur.

Bu denklem (1.2) ile verilen Chebyshev yineleme bagintisidir. (1.2) denklemi ve binom

teoremi kullanilarak T, (x) igin baska bir agik formiil gelistirelim.

4.1.2. T,,(x) icin Baska Bir A¢ik Formiil
Kolaylik igin Vx2 — 1 = r olsun. Bu durumda (1.3) ve binom teoreminden
2T, () =(x+r) "+ (x—1r)"

= zn:[l + (—1)¥] (Z) xRk

k=0

3]
-9 z (ZT;C) -2k .2k

kgift

ve buradan

B
Tn(x) — Z (ZT;C) xn—ZkTZk

k=0

bulunur. Boylece

16



T, = ( ZT;() (x2 — 1)kxn2k (1.4)
k=0
elde edilir.
Ornegin,
= /3
k=0
= (o) + ;)@ -
=x3+3x(x2-1)
= 4x3 — 3x
bulunur.

(1.4)’ten Q,, icin acik bir formiil tiiretebiliriz:

0= ()2 (15)

k=0

olur. (1.5) ile verilen formiil, T;,(x)’deki katsayilarin mutlak degerlerinin toplaminin Q,,
oldugunu gosterir. Ornegin, Ty(x) = 8x* — 8x2 + 1 dir. Katsayilarin mutlak degerlerinin

toplami1 8+8 + 1 = 17 = Q, tiir.
T,,(x)’in iki ilging 6zelligini (1.4) formiilden ¢ikarabiliriz. Bunlar

1) (x? — 1)K carpaninda x in en biiyiik kuvveti x?¥ dir. Bu durumda x’in en biiyiik kuvveti
(x2 — 1)kx"=2k olup x2k*"=2k = x™ dir. Sonug olarak, T,,(x), n dereceli bir polinomdur
(Koshy, 2019).

2) T,,(x)’deki x™ katsayisi

5

2 ()

k=0
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ile verilir (Koshy, 2019). Ustelik

reift T tek
dir. Bu durumda x™ nin katsayis1 2"~ dir; yani, T, (x) deki bas katsay1 2™~ olur.
Ornegin, Ts(x)’in bas katsayis1 16 = 2* ve T¢(x)’in 32= 2° e esittir.

Simdi T, (x) ile u? — (x> —1) v? =1 Pell denklemi arasinda yakim bir iliski

oldugunu gosterelim.

4.1.3. T, (x) ve Pell Denklemi

Acik olarak goriiliir Ki, (uq,v1) = (x,1); u? — (x? — 1)v? = 1 Pell denkleminin

genel ¢oziimiidiir. Burada x? — 1 > 0 ve karesel degildir. n > 2 icin (u,, v,) ¢oziimleri:
Unl  [x x% —1][Un-1
18 ol P | N
r Un-1]  [Un-2
= 2X [vn—l] [Un—z]
olur (Dikkat edecek olursak (ug,vy) = (1,0) da bir ¢6ziimdiir.). Boylece (1.3) den
u, = T,(x) dir.

4.1.4. T,(x) ve Trigonometri

0 < 6 < mi¢in u, v, 8 herhangi ii¢ ac1 olsun. e = cos 6 + i sin 8 Euler formiiliinii

kullanarak

ei(u+v) — eiu_eiv
cos(u +v) +isin(u+v) = (cosu + isinu)(cosv + i sinv)
= (cosucosv — sinusinv) + i(sinu cos v + cos u sin v)

Reel ve sanal kisimlarini esitleyerek kosiniis ve siniis fonksiyonlar1 igin toplama

formiillerini elde edelim:
cos(u +v) = cosucosv — sinusinv (1.6)

sin(u + v) = sinucosv + cosusinv a.7)
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sin® @ + cos? 8 = 1 oldugundan (1.6) dan
cos 20 = cos(6 + 0)
= cos?6 — sin* 6
= cos?6 — (1 — cos?0)
=2cos*6 —1

formiilii elde edilir. Benzer sekilde (1.7) den sin 20 = 2 sin 8 cos 6 olarak bulunur. Sonug

olarak
cos 360 = cos(26 + 6)
= c0s 20 cos O —sin 260 sinf
= (2c0s? 0 — 1) cos O — (2 sin @ cos 0) sin H
=2co0s30 — cosO — 2 cos B (1 — cos? )
=4cos*0 —3cosb

bulunur. Benzer sekilde, cos48 =8cos*8 —8cos?8 + 1 dir. Tablo 4.1 ile farkli n
degerleri i¢in cos nf fonksiyonu verilmistir. cosnf Tablo 4.1 de goriildiigii gibi kosiniis
cinsinden bir polinomdur. Buradaki katsayilar T,(x) ile aym katsayilar ve 0 <n <

7 i¢in cos nf = T, (cos O) dir.

Tablo 4.1. Farkh n Degerleri I¢cin cos nd Fonksiyonu
cos08 =1

cos 16 = cos 6

cos 260 = 2cos*6 — 1

cos 30 = 4cos*0 — 3 cos O

cos46 = 8cos*H —8cos?H + 1

cos 50 =16 cos °0 — 20 cos® 6 + cos 6
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cos 60 =32 cos®0 —48cos* O + 18cos? 0 — 1
cos 70 = 64 cos’8 — 112 cos®’ 0 + 56 cos> 6 — 7 cos 0

Her n > 0 igin cosnf = T,(cos@)’dir. Bu esitlik tiimevarim yontemi ve De

Moivre teoremi kullanilarak ispatlanabilir.
cos 20 = 2cos?6 — 1
= 2cos6 (cos10) — cos 06
= 2cosOT;(cosB) — Ty(cos )
ve benzer sekilde
cos 30 = 4cos*0 — 3 cos O
=2cosf (2cos?H —1)—cosh
= 2 cos 0 cos 20 — cos O
= 2cos O T,(cosB) — T;(cosO)
bulunur.

To(cos8) =1 = cos 00 ve Ty(cosB) = cosBO oldugundan n =0 ve n =1 i¢in

ifade dogrudur. n’den kiigiik biitiin tamsayilar i¢in dogru oldugunu kabul edelim. a = e%?

ve b = e~ olsun. Bu durumda a + b = 2cos8 ve ab = 1 dir. Buradan a* = ¢¥*? ve

b* = e~ olur. Boylece a¥ + b* = 2 cos k@ dur.
a®+b" = (a+b)(@ !+ b" 1) —ab(a™? + b""?)
bi¢ciminde yazilabileceginden a ve b yerine yazilirsa
2cosnf = 2cosf.2cos(n—1)0 — 1.2 cos(n — 2)6
olup
cosnf =2cos 6 [cos(n —1)0] — cos(n — 2)6
=2c0s6.T,_,(cos ) — T,,_,(cos B)
= T, (cos 8)

bulunur. Boylece, tiimevarim yontemi ile n = 0 igin T,,(cos 8) = cosnf dir. Yani, cos né

cos 0’nin Chebyshev polinom fonksiyonudur.
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0 <60 <m oldugundan, —1 <cosf <1; yani —1 <x <1 dir. Boylece 0 <

arccosx < 1 i¢in T, (x) = cosnf = cos(narc cos x) dir.

(1.1) Chebyshev yinelemesi toplam formiilii kullanilarak elde edilebilir:

u+v u—v

cosu + cosv = 2 cos ) COoS )

oldugu biliniyor.
u =nb ve v = (n— 2)0 olsun. Buradan
cosnb + cos(n—2)0 = 2cos(n — 1)60 cos 6
Ta(X) + Tn—2(x) = 2xTy_4(x)
bulunur.

x = cos @ olsun. O zaman Chebyshev polinomu T, (x)’in bir 6zelligini elde etmek

icin cos nf = T, (x) nin kullanilabilecegi asagidaki 6rnekte gosterilmistir:

Ornek 4.1.4.1.

m ve nnegatif olmayan tam sayilar olmak iizere T,,(T,(x)) = Tpn(x) oldugunu

gosterelim.
Ornegin,

m =3 ve n=2 olsun. T,(x) = 2x? — 1 ve T3(x) = 4x3 — 3x oldugu biliniyor. Buna

gore
T3 (To(x)) = 4(2x* — 1) = 3(2x%2 - 1)
=4(8x%—12x* +6x2 —1) —6x%2 +3
=32x%—48x* +18x%2 — 1
= Te(x)
bulunur.
Benzer sekilde,
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T,(T5(x)) = 2(4x3 —3x)* — 1
=32x% —48x* + 18x% — 1
= Tes(x)
bulunur.

4.1.5. T,(x) i¢cin Bir Toplam Formiilii

Binom teoremi ve De Moivre teoremi kullanilarak T, (x) i¢in bir toplam formiilii
elde edilebilir.

(cos6 +isin@)" = 37, i"(T) cos™ " Bsin"6
n n
cosné + i sinnf = cos™@ + i( )cos”_le sin@ — ( )cosn_ze sin?6 + -+
1 2
Her iki tarafin reel kisimlar1 esitlenerek,

cosnf = cos™@ — (721) cos™ %0 sin %0 + (Z) cos™*@sin*0 + - +
(—1)EJ (zrﬂp cos"2lzlgsin?lzlg
2

B
= Z(—l)k (ZT;C) cos™ 2k @sin?kg

k=0

B
= Z(—l)"" (ZT;() cos™2kg9(1 — cos? H)*
k=0

B K
= ;(—1)" (ZT;C) cos™2kg 0(—1)f (f) cos?/ 6

j:

5 5

- kZO(—l)k Z (;}) (;{) cos™2kg

j=k

olup buradan
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T(x)—Z(— #3 () () (18)

bulunur. Ornegin;

DYRIAEE YRGS
=(1+3)x3—3x

bulunur.

(1.8) ile verilen formiil ayrica T, (x)’in n dereceli bir polinom oldugunu gosterir. Bag

katsayist da

Zl ol
2.()(0) =2, (z;) =~
= 2j7\0 ~ 2j

dir.

(1.8) den asagidaki ilging sonug elde edilir:

5 ]

3360

dir. Sonu¢ olarak, Pascal iiggeninin n. satirindaki ¢ift numarali binom katsayilarini

kullanarak Q,,’yi hesaplayabiliriz.

Ornegin,
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~[(0) (o) (3) o)+ () (3)] RO+ CE)

bulunur. Benzer sekilde

0= (1)) -aras1-1

bulunur.
Son olarak birinci ¢esit Chebyshev polinomunun katsay1 6zellikleri verilsin:
1) Katsayilar tamsayidir.
2) n = 2k igin sabit terim (—1)* ve n = 2k + 1 icin sabit terim 0’dr.
3) Bas katsayis1 2" dir.
4) Ty 41 (x) nin lineer terimi (=1)"(2n + 1) dir.
5) Sifirdan farkli terimler n ile ayni (teklik-ciftlik) 6zellige sahiptir.
6) Polinomun katsayilarinin toplami 1°dir.
7) Sifir olmayan katsayilar +1 ve —1 ile devam eder.
8) T,k (x) deki x? teriminin katsayis1 (—1)**12k? dur.
9) Katsayilarin mutlak degerlerinin toplami1 % (1+V2)" + ; (1 —+2)™ dir.

(2 +1)TL’

10) k € Zi¢in T,; nin kokleri cos(———) dir (https://brillant.org/wiki/).

4.2. ikinci Cesit Chebyshev Polinomlari
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Un(x) = 2xUp—1(x) = Up—»(x) (1.10)

yineleme (tekrar) bagmtisi ile tanimlanan polinomlara Ikinci cesit Chebyshev polinomlari

denir ve U, (X) ile gosterilir.

Ikinci cesit Chebyshev polinomunun ilk 11 terimi asagida verilmistir:
Uy(x) =1

Uy(x) = 2x

Uy(x) =4x? -1

Us(x) = 8x3 — 4x

Uy(x) = 16x* —12x2 + 1

Us(x) = 32x5 — 32x3 + 6x

Ug(x) = 64x° — 80x* + 24x% — 1

U,(x) = 128x7 — 192x> + 80x3 — 8x

Ug(x) = 256x8 — 448x° + 240x* — 40x% + 1

Us(x) = 512x° — 1024x7 + 672x5 — 160x3 + 10x

Uio(x) = 1024x1° — 2304x8 + 1792x° — 560x* + 60x2 — 1.

Tipk: birinci ¢esit Chebyshev polinomu T, (x) ve Pell-Lucas polinomu g, (x) in
yakindan iligkili oldugu gibi, ikinci g¢esit Chebyshev polinomu U, (x) ve Pell polinomu
pn(x) yakindan iligkilidir. Bu iliski asagida da goriilebilir:

p1(x) =1 = (=)°1 = (—)°U,(ix)
p2(x) = 2x = (=) (2ix) = (=)'U, (ix)
ps(x) = 4x? + 1 = (—i)?[4(ix)? — 1] = (—0)?U,(ix).

Daha genel olarak, n > 1 i¢in p,,(x) = (—i)" 1U,,_,(ix) oldugunu iddia ediliyor.
n = 2 keyfi bir tamsay1 olmak iizere n ve n’den kii¢iik tamsayilar i¢in esitlik dogru olsun.

Bu durumda (1.10) dan
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U, (ix) = 2ixU,_,(ix) — Up,_,(ix)

= 2025 - [

— prn(x) + pn—l(x)
=om  =D"

(=D"Un(ix) = 2xpy(x) + pp-1(x)
= Pn+1(%).

olup béylece, tiimevarim yonteminden n > 1 igin p,(x) = (—=i)" U, _, (ix) dir.

Ornegin,
(—0)5Us(ix) = —i[32(ix)° — 32(ix)3 + 6(ix)]
= 32x°> + 32x3 + 6x
= pe(x)
bulunur.

B, =p,(1) oldugundan p,(x) = (—i)" U, _,(ix) formiilinden P, =
(=) U,_1 (i) yani P, = |Up_1()| = U,_1(x) deki katsayilarin mutlak degerlerinin

toplamidir.
Ornegin,

Ps = (—)*U,(D)
=16i* —12i?+1
=16+12+1
=29

bulunur.

Benzer sekilde, P, = (—i)®U(i) = 169 olur.
Simdi (1.10) dan U,,(x) igin agik bir formiil verilebilir:
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4.2.1. U,(x) icin Ac¢ik Bir Formiil

T.(x) ve U,(x) benzer yineleme bagintisini saglayip Onceki boliimlerdeki yol

izlenerek
U,(x) =A (x ++/x2% — 1)n +B (x —/x?% - 1)n

olup burada A = A(x) ve B = B(x) belirlenecektir. Uy(x) = 1 ve U;(x) = 2x baslangig

kosullarinin kullanilarak n > 0 i¢in,

(x + m)”“ —(x— m)”“
2Vx?2 -1

U,(x) = (1.11)

elde edilir.
Ornegin,

_(x+\/xz—1)4—(x—\/xz—l)4

Ut = 2VxZ—1
_ @02V —1([x + (0 - D + 20Va — 1]+ [x* + (6 - D) — 2xVa? — 1)
2Vx2 -1
= 2x(4x% - 2)
= 8x3 — 4x

olur. burada a* — b* = (a + b)(a — b)(a? + b?) formiiliinden yararlanilmstir. ilging bir
sekilde, (1.11), B, = |U,,_1(i)] yi gosterebilmek i¢in de kullanilabilir.

22U, _, (i) = (i +.fiz - 1)n - (i —Jiz - 1)”
=(i+iv2)" - (i-iv2)"

="y - 6

|Un-1(D| =
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olur.

4.2.2. U,(x) icin Baska Bir Acik Formiil

Formiil (1.10), binom teoremi ile birlestiginde, U, (x) i¢in ikinci bir agik ifade

gelistirilebilir. Kolaylik olmasi agisindan r = vx? — 1 oldugunu kabul edelim.
2rU,(x) = (x + )" — (x — r)nt?

n+1

n+1
— z ( : ) [1 _ (_1)k]xn—k+1rk
k=0
=2 z (Tl + 1) xn—k+1rk
k
k tek
3] v
— n n—-2k ..2k+1
=2 <2k + 1)" 4
k=0
olur. Buradan da
5] 1
n
U, (x) = <2k L 1) (x2 — 1)lexn-2k (1.12)
k=0
bulunur.
Ornegin,
1
Us(x) = Z ( 4 >(x2 — 1)kx3-2k
3 2k +1
k=0
4 4
— 3 2 _
= (1) X (3) (" = 1x
= 8x3 — 4x
elde edilir.

(1.12) formiiliinden
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[

p = z (an+ )2 (1.13)

k=0

sonucu elde edilir.

(1.12) formiilii dikkate alinirsa, bunun U, (x)’nin n dereceli bir polinom oldugu ve bas

katsayisi

|

N3

(27;;11) B Z (n Jrr 1) =2

k=0 T tek
olur. Ornegin, U,(x), bas katsayis1 128= 27 olan 7. dereceden bir polinomdur. x =

1 oldugunda,

Un(1) = (n: 1) * z (27;;—11)'0 =(@+1)

k=2

dir.
Ornegin,

Uu,(1)=16-12+1=5

bulunur.

Ote yandan, x = —1 olsun. Buradan da

Up(—1) = (n: 1) (1" + Z (;{Jr_ll) 0=+ D=1

k=2

bulunur. Ornegin,

Uy(—1) = 16(—1)* —12(-1)? + 1
=5

=@+ DEDY
benzer sekilde,
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Us(—1) = 32(=1)5 = 32(=1)% + 6(~1)
=—6
=5+ 1)(-1)°
bulunur.

Farz edelim ki (1.12) formiiliinde n = 2m olsun. Buradan
m

2m+1
Uam) = ) (Zk + 1) G = Dt
k=0

olur. k = m oldugunda yani Uy, (x) nin sabit terimi (37*1)(—=1)™ = (=1)™ elde edilir.

Boylece, n ¢ift oldugunda U, (x) deki sabit terim (—1)3 dir. Ornegin Ug(x) deki sabit
terim —1 = (—1)3 ve Ug(x) deki sabit terim 1= (—1)* dir. Ote yandan (1.12)

formiiliinden n = 2m + 1 oldugunu kabul edelim. Buradan

m

2m + 2
Upmin() = Y (G 1) @7 = Dfxzmozkes
k=0

dir. k =m oldugunda Us,,,41(x), Nin sabit terimi (27+2)(=1)™ = (2m + 2)(—1)™ elde

2m+1

(n-1) .
edilir. Boylece, n tek oldugunda U, (x)’deki x’in katsayist (n + 1)(—1) z dir. Ornegin

7=
2

Us(x), de x’in katsayis1 6= (5 + 1)(—1)(52;1) ve U;(x) de —8 = (7 + 1)(—1)_1) dir.
Ornek 4.2.2.1.
n = 2 igin
Un(x) = Un—2(x) = 2T, (x)

oldugunu gosterelim.
Ornegin,
U,(x) — Us(x) = (128x7 — 192x° + 80x3 — 8x) — (32x> — 32x3 + 6x)

= 2(64x7 — 112x5 + 56x3 — 7x)

= 2T,(x)
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dir. Bir sonraki 6rnek i¢in, U_; (x) degerini bulalim.
Ui (x) = 2xUp(x) — U_1(x);
2x = 2x.1—-U_1(x)
buradan da U_ (x) = 0 bulunur.
Ornek 4.2.2.2.
n = 0i¢in
Up(%) = xUp_1 (x) = To(x)
oldugunu gosterelim.
Ornegin;
U,(x) — xUg(x) = (128x7 — 192x° + 80x3 — 8x) — x(64x° — 80x* + 24x%2 — 1)
= 64x” — 112x° + 56x3 — 7x
= T7(x)
bulunur.

x2=1>0 olmak iizere (T,(x),U,_1(x)) nin u?—(x?-1)v?2=1 Pell

denkleminin bir ¢6ziimii oldugunu gosterelim.

Ornek 4.2.2.3.
n = 1icin

TE(x) — (¥ = DUZ_,(x) = 1
oldugunu gosterelim.

Ispat i¢in T,(x) ve U,_;(x) i¢in acik formiillerini kullanilsin. Kolaylik igin,

Vx2 — 1 = r olsun; yani x? — r? = 1 dir. Bu durumda
AT2(x) = [(x + )™ + (x — r)"]?

=(x+r)"+ (x—1r)" +2
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Ax? — DUp_1%(x) = [(x + )" + (x — r)™]?
=(x+rN"+(x-—1r)"-2
4T () — (x* = DUZ_1(x)] = 4
Ti(x) = (x* = DUp1(x) =1
bulunur.
Sonug olarak, (Ty, (x), Up_1(x)), u? — (x* — 1)v? = 1 Pell denkleminin bir ¢dziimiidiir.

Ornegin, T,(x) = 8x* — 8x% + 1 ve Uz(x) = 8x3 — 4x polinomlarin1 géz oniine

alalim. Buradan
TZ(x) — (x? — 1)UZ(x) = (8x* —8x2 + 1)? — (% — 1)(8x3 — 4x)?

= (64x8 — 128x° 4+ 80x* — 16x2 + 1) — (64x® — 128x° +
80x* — 16x2)

=1
elde edilir.

Tersine u? — (x2 — 1)v? = 1 denkleminin her ¢6ziimii (T,,(x), U,_; (x)) biciminde midir?

Bunun i¢in her (u,, v,,) ¢Oziimiiniin n > 2 i¢in asagidaki sekilde verildigini hatirlatalim:
e W o
= 2x -
Un Un-1 Un-2
dir. Ag¢iktir ki, u, = T,(x) dir. Ancak v, = U,(x) degil n =1 olmak iizere v, =

Up_1(x) dir. Boylece u?— (x*?—1)v>=1 Pell denkleminin her ¢dziimii

(T, (%), Up—1(x)) formundadir.
Simdi U, (x) polinomlari ile trigonometri arasindaki iliskiyi inceleyelim.

4.2.3. U,(x) ve Trigonometri

T,.(x) Chebyshev polinomu ile trigonometri arasindaki iliskiyi kosiniis fonksiyonu
icin formiilleri kullanarak incelemistik. Benzer bir iliskiyi U, (x) polinomu ile trigonometri

arasinda gérmek i¢in bazi siniis fonksiyonu degerlerini inceleyelim:
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sin160 = 1.sin6

sin 260 = (2cos 0) sin0

sin30 = (4cos*6 — 1) sinf

sin40 = (8cos30 — 4 cos ) sin 8

sin50 = (16 cos* 6 — 12 cos?* 6 + 1) sin 6
sin66 = (32 cos®> 0 —32cos36 + 6 cos B) sin B

x = cos 0 oldugunda bu formiiller asagidaki denklemleri verir.

sin 16 y

sinf

sin 20
= 2x

sin @

sin 30
sin@

=4x% -1

sin 40

=8x>—4
sin@ x x

sin 560

_ =16x* —12x%2 +1
sin @

sin 60

, = 32x% — 32x3 + 6x
sin@

x=cosfveld <n<5igin

sin(n+1)6

Un(x) = sin @

(1.14)

oldugu tahmin edilebilir. Ancak ispat i¢in Siniis fonksiyonu i¢in toplam formiiliinii ve

Ornek 4.2.2.2.’1i kullanarak,
sin(n + 1)8 = sinn6 cos 0 + cos n sin
=xU,_1(x)sin6 + T,(x) sin 6

olur. Buradan
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sin(n + 1)6
——mg xUp_1(x) + Tp(x)

= Un(x)
elde edilir.

Bu sonu¢ n =0 ve n =1 i¢in saglandigindan tiimevarim ydntemiyle tim n >0 tam

sayilar1 i¢in gegerlidir.
4.2.4. U, (x) icin Chebyshev Yinelemeleri
Simdi sinu + sinv =2 sinuTwcos% toplam formiiliinii kullanarak U, (x) i¢in
bir yineleme elde edilsin. Bunun i¢in u = (n + 1) ve v = (n — 1)@ olsun. Buradan
sin(n + 1)6 + sin(n — 1)0 = 2sinné cos o
olur. Her iki tarafi da siniise bolerek,
Un(x) + Up—z(x) = 2xUp_, (x)
istenen yinelemeyi elde edilir.

Trigonometrik iliski kullanilarak, asagidaki 6rnek ile de gosterilen bir dizi formiil

gelistirilebilir.
Ornek 4.2.4.1.
m = nigin
Trman (%) = Trn-n (%) = 2(x* = 1)Upp—1 () Up—1 (x)
dir.

Simdi bir 6zel durumdan bahsedelim. q,(x) = 2(—i)"T,,(ix) oldugundan, bir

ilging Pell-Lucas polinom 6zdesligi:

Gm+n(X) qm—n(x) _ Pm(x)  pn(x)

2(_l')m+n - 2(_i)m—n - 2[(ix)2 - 1] (_l')m—l : (_i)n—l
1 n _ —2(x* + Dpm()pa(x)
m [Qm+n(x) - (_1) Qm—n(x)] - (_i)m+n—2
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qm+n(x) - (_1)nqm—n(x) = 4‘(x2 + 1)pm(x)pn(x)

bulunur.
Ornegin, LHS (esitligin sol tarafi), RHS (esitligin sag tarafi) ve m = 5 ve n = 3 olsun.
LHS= gg(x) + q,(x)
= (256x8 + 512x° + 320x* + 64x2% + 2) + (4x2 + 2)
= 256x% + 512x° + 320x* + 68x2 + 4
=4(x?+ 1)(16x* + 12x%2 + 1)(4x% + 1)
= 4(x? + Dps (x)ps(x)
=RHS
bulunur. (1.13) formiili iki ilging sonuca sahiptir:
1) Diyelim ki x = 1 olsun. g, (1) = 2Qy ve px (1) = Py, oldugundan Pell 6zdesligi

Qmsn — (“1)"Qm—n = 4B B, (1.15)
olur. Ornegin, m = 8 ve n = 5 olsun,
LHS= Q13 + Qs
=473214+7
= 47328
= 4.408.29

= 4PgP;
=RHS;

ve benzer sekilde m = 10 ve n = 4 olsun,
LHS= Q14 — Qs
= 114114

= 4Py Ps
=RHS.

(1.15) 6zdesliginin, Q41 + Q-1 = 4P, formiiliini verdigi goriliir.
2) (1.14) 6zdesliginde x == olsun. qx(3) = Ly Ve pi(3) = F oldugundan, Fibonacci-
Lucas 6zdesligi
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Lntn — (=1)"Lym—n = Sk Ky (1.16)

bulunur. Ornegin, m = 8 ve n = 5 olsun. LHS= L5 + L; = 521 + 4 = 525 = 5.21.5 =
5FgF; =RHS ve benzer sekilde, m =10 ve n=4 olsun. LHS= L, — Lgs = 825 =

Ornek 4.2.4.2.
m = nigin
Umn (%) + Upmn (X) = 2Upm (2) T (%)
dir. Benzer sekilde,
Unnan (%) = Um—n (%) = 2Tp41 () Up—1 () (1.17)
oldugu da gosterilebilir.
Ornegin,
m = 6 ven = 3 olsun. Buradan
Ug(x) — Us(x) = (512x° — 1024x7 + 672x° — 160x3 + 10x) — (8x3 — 4x)
=512x° — 1024x7 + 672x°> — 168x3 + 14x
= 2(64x7 — 112x° + 56x3 — 7x)(4x% — 1)
= 2T7(x)U(x)
bulunur.

Pe(x) = (=)*1U,_1(ix) ve qi(x) = (=i)*T,(ix) oldugundan, (1.17) Pell

polinomlari i¢in bir formiil tiretmek i¢in kullanilabilir:

Pman+1(X) _ Pm-n+1(X) -9 Gm+1(X) Py (%)
(_l')m+n (_l')m—n 2(_i)m+1(_l')n—1

- _ _a\n :CIm+1(x)pn(x)
(—i)m*n [Pman+1(x) = (=D "Dip—ni1(X)] —(_l')m+n

Pman+1(X) = (1) "Pm—n+1 (%) = qm41 () Pn(X)
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olur. m yerine m — 1 yazildiginda
Prman(X) = (=D)"pr-n(X) = qm(x)Pn(x) (1.18)
bulunur. Ornegin,
m = 5 ve n = 3 olsun. Buradan
ps(x) + p2(x) = (128x7 + 192x° + 80x3 + 8x) + 2x

= 128x7 + 192x° + 80x3 + 10x

= (32x° + 40x3 + 10x)(4x2 + 1)

= q5(x)p3(x)
bulunur. Formiil (1.18) iki ilging 6zel sonuca sahiptir:
1) Diyelim ki x = 1 olsun. p, (1) = P, ve qx(1) = 2Qj oldugundan Pell 6zdesliginden

Prin — (_1)an—n = 2Qmb, (1-19)

olur. Ornegin, m = 8 ve n = 5 olsun. LHS= P,; + P; = 33,466 = 2QgPs =RHS; ve
m = 10 ve n = 4 olsun. LHS= P,, — P, = 80,712 = 2Q,,P, =RHS.

2) x = % olsun. py (%) = F, ve qi (%) = L oldugundan, Fibonacci -Lucas 6zdesligi

Fyn — (_1)nFm—n = Ly F, (1-20)

olur. Ornegin, m =7 ve n =4 oldugunda, LHS= F,, + F; = 87 = L,F, =RHS; ve

Asagidaki 6rnek, Uy, (x) igin Ornek 4.1.4.1.”in karsihigidur.

Ornek 4.2.4.3.

m,n =1 i¢in
Um—l(Tn(x))Un—l(x) = Umn—l(x)
dir.

Ornegin,
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m = 5ven = 2 olsun. Buradan
T,(x) =2x? -1
Uy(x) = 16x* —12x2 + 1
Uy(To(x) = 16(2x%2 — 1) —12(2x2 - 1)2 + 1
= 256x8 — 512x° + 336x* — 80x2 + 5
Ua(T2(x)) Uy (x) = (256x8 — 512x° + 336x* — 80x2 + 5)(2x)

= 512x° — 1024x7 + 672x> — 160x3 + 10x
= Usz-1(%)

bulunur. U, (x) = Uy (x) oldugunu kabul edelim. Bu durumda Ornek 4.2.4.1.’deki formiil
su sekilde yeniden yazilabilir:

Um (Tn (x))Un x) = Umn (x)

Bundan sonra her iki Chebyshev polinomu i¢in toplama formiillerini olusturalim.

Bunun i¢in yine siniis ve kosiniis fonksiyonlarini kullanilacaktir.
Ornek 4.2.4.4.
m,n = 1icin
Trman (%) = Tin () Up (%) — T () Up—1 (%)
oldugunu gosterelim.
Ispat igin, toplama formiilleri (1.6) ve (1.7) kullamlarak,
sin 8.RHS= cos m@ sin(n + 1)8 — cos(m — 1) sinnf
= cosmé (sinné cos 6 + cosnf sin §) — sinnfb(cosmb cos 6 + sinmb sin §)
= (cos m6l cos nf — sinm#@ sinnf) sin 6
Buradan,

RHS = cos(m + n)6
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= Trn4n (%)
=LHS

dir. Ornegin,

m = 3 ven = 5 olsun. Bu durumda

T3 (X)Us(x) — To(x)Uys(x) = (4x3 — 3x)(32x° — 32x3 + 6x) — (2x2 — 1) (16x* —
12x%2 + 1)

= 128x8 — 256x° + 160x* — 32x% + 1
= T345(x)

dir. qp(x) = 2(=D)*Te(ix) ve  pp(x) = (=D)*U,_1(ix) oldugundan, Ornek
4.2.4.2.den

Gm+n(X) L qm(x) pn+1(x)_ m-1(x)  pp(x)
T Ty L ey T T e e

(1.21)

Am+n (%) = G (XPns1(X) + Q-1 (X)Pn(x)
elde edilir.
Ornegin,
m = 3 ven = 5 olsun. Bu durumda

q3(X)pe(x) + q2(X)ps(x) = (8x3 + 6x)(32x> + 32x3 + 6x) + (4x? + 2)(16x* +
12x% + 1)

= 256x% + 512x° + 320x* + 64x% + 1

= qg(x)
Ozel olarak, (1.21) Qpin = QmPpi1 + Qm—1 P, toplama formiiliinii verir.
Asagidaki 6rnek, Uy (x) i¢in toplama formiiliinii verir.

Ornek 4.2.4.5.
n = 1igin
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Unan(X) = U () Up (%) — Uy 1 () U1 ()

oldugunu gosterelim.

Ispat icin, 2 sinu sinv = cos(u — v) — cos(u + v) ¢arpim formiilii kullamlarak,

sin 6 .RHS= sin(m + 1)0 sin(n + 1) — sin m@ sinnd

N| =

[cos(m —n)B — cos(m +n + 2)6] — % [cos(m —n)B — cos(m + n)6|

N| =

[cos(m 4+ n)O — cos(m +n + 2)0]

=sin(m+n+1)0sinf

sin(m+n+1)0
sinf

RHS =

= Unyn(x)
= LHS
olur. Ornegin,
m = 3 ven = 5 olsun. Buradan
Us(x)Us(x) — Up(x)Uy(x) = (8x3 — 4x)(32x> — 32x3 + 6x) — (4x% — 1)(16x* —
12x% + 1)
= 256x8 — 448x° + 240x* — 40x2 + 1
= Usys(x)
dir.
P (%) = (—=i)*71U,_; (ix) oldugundan, bu drnekten anlasilacag: iizere,

Pmin+1(X) _ Pms1(X) Prea(®)  pm(x)  pr(x)

S N e LI e CO LN CO S

Pman+1(X) = Prms1 (P41 (x) + D () pn ()

yani,
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Pmn (%) = P (O)Pr41(X) + D1 (X)Pn (%) (1.22)
bulunur.
4.2.5. Chebyshev Polinomlari i¢cin Cassini-benzeri Formiiller
Tna1 (O Tpor (%) — T *(x) = x% — 1 (1.23)
Up+1 () Up-1(x) — Up*(x) = —1 (1.24)
dir.
Ornegin,
Ts(x)T5(x) — TZ(x) = (16x> — 20x3 + 5x)(4x3 — 3x) — (8x* — 8x2 + 1)?

= (64x® — 128x® + 80x* — 15x2) — (64x8 — 128x° + 80x* —
16x + 1)

=x%2-1

Us(x)Us(x) — Uy%(x) = (16x* — 12x2% + 1)(4x* — 1) — (8x3 — 4x)?
= (64x° — 64x* + 16x% — 1) — (64x° — 64x* + 16x?)
=-1

4.2.6. Chebyshev Polinomlari i¢in Uretec Fonksiyonlari

Son olarak, Chebyshev Polinomlart i¢in iirete¢ fonksiyonlarini verilsin:

(0]

1—xy
= N n
1—2xy + y? z n(¥)y

n=0

1 ©o
S — n
1—2xy + y? Z Un(x)y

n=0
dir (Koshy, 2019).
4.3. Ugiincii Cesit Chebyshev Polinomlar:
Vo(x) =1veV;(x) =2x—1,n = 2ig¢in
Vo (x) = 2V 1 (x) = Vip (%) (1.25)
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yineleme (tekrar) bagintisi ve
x € [—1,1] ve x = cosB olmak lizere

cos (n + %) 0
Vn(x) = 1
cos 0

bagintisi ile tanimlanan polinomlara tiglincii gesit Chebyshev polinomu denir ve V,(x) ile

gosterilir (Mason ve Handscomb, 2003; Koshy, 2019).

Ucgiincii cesit Chebyshev polinomunun ilk 11 terimi asagida verilmistir:

Vh(x) =1

Vix) =2x—-1

Vy(x) = 4x% —2x — 1

V3(x) =8x3 —4x? —4x + 1

Vo(x) = 16x* —8x3 — 12x2 + 4x + 1

Vs(x) = 32x5 — 16x* — 32x3 + 12x%2 + 6x — 1

Ve(x) = 64x° — 32x> — 80x* + 32x3 + 24x? — 6x — 1

V,(x) = 128x7 — 64x° — 192x° + 80x* + 80x3 — 24x2 — 8x + 1

Vg(x) = 256x8 — 128x7 — 448x° + 192x° + 240x* — 80x3 — 40x2 + 8x + 1

Vo(x) = 512x° — 256x8 — 1024x7 + 448x° + 672x° — 240x* — 160x3 + 40x2 +
10x —1

Vyo(x) = 1024x10 — 512x° — 2304x® + 1024x7 + 1792x° — 672x5 — 560x* +
160x3 + 60x2 — 10x — 1. (1.26)

4.4. Dordiincii Cesit Chebyshev Polinomlari
Wo(x) =1veW;(x) =2x+1,n = 2 igin

Wi (x) = 2xWy 4 (x) = Wy_5(x) (1.27)
yineleme (tekrar) bagintisi ve
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x € [—1,1] ve x = cos0 i¢in

sin (n + %) 0
Wn(x) = 1
smEH

bagintisi ile tanimlanan polinomlara dordiincii ¢esit Chebyshev polinomu denir ve W, (x)

ile gosterilir (Mason ve Handscomb, 2003; Koshy, 2019).

Dordiincii gesit Chebyshev polinomunun ilk 11 terimi asagida verilmistir:

Wo(x) =1

W,(x)=2x+1

Wo(x) =4x% +2x —1

Wi(x) =8x3 +4x? —4x —1

Wy(x) = 16x* +8x3 — 12x% —4x + 1

Ws(x) = 32x5 + 16x* —32x3 —12x%2 + 6x + 1

We(x) = 64x° + 32x5 — 80x* — 32x3 + 24x%2 + 6x — 1

W,(x) = 128x7 + 64x° — 192x> — 80x* + 80x3 + 24x? — 8x — 1

Wg(x) = 256x8 + 128x7 — 448x° — 192x> + 240x* + 80x> — 40x%2 — 8x + 1

Wo(x) = 512x° + 256x8 — 1024x7 — 448x° + 672x> + 240x* — 160x3 — 40x2 +
10x +1

Wio(x) = 1024x° + 512x° — 2304x® — 1024x7 + 1792x° + 672x° — 560x* —
160x3 + 10x — 1. (1.28)
4.5. Otelenmis (Shifted) Chebyshev Polinomlari
4.5.1. Otelenmis Chebyshev Polinomlar:

Chebyshev polinomlari, siniis ve cosiniis fonksiyonlar1 ile ifade edilmekte olup
[-1,1] araliginda tanimhidir. Bu nedenle [—1,1] aralifindaki problemlere ¢6ziim
uretmektedir. Bundan dolayi, bu kisimda otelenmis Chebyshev polinomlar1 olarak

tanimlana farkli araliktaki Chebyshev polinomlarindan bahsedilecektir.
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[0,1] araliginin kullanimi genellikle [—1,1] araligindan daha uygun oldugu igin,
bazen [0,1]’deki x bagimsiz degiskenini [—1,1] i¢inde s degiskeni ile esleriz. s = 2x — 1

veya x = %(1 + 5) bagintisi ile birinci ¢esit 6telenmis Chebyshev polinomu T, (x)
T, (x) =T,(s) =T,(2x — 1) (1.29)
ile tanimlanir. T,y (x) nin ilk birkag terim asagida verilmistir:
To(x) =1
Ti(x) =2x—-1
T,;(x) =8x>—8x+1

T;(x) = 32x% — 48x2 + 18x — 1 (1.30)

To(x) =1 ve Ty(x) = 2x — 1 baslangi¢c kosullart ve n > 2 olmak iizere birinci ¢esit

otelenmis Chebyshev polinomu
Tr(x) =202x — DTh_1(x) — Ty_,(x) (1.31)
yineleme bagintisi ile verilir. x = cos 8 oldugunda, (1.3) den
Tyn(x) = cos 2n8 = cosn(26) = T,(cos 20) = T,(2x* — 1) = T,y (x?) dir. Bdylece
Ton(x) = Tn (x?) (1.32)
bulunur.

T,, T, ve U, gibi dogrudan bir trigonometrik iligki ile tanimlamak elbette

miimkiindiir.
x = cos? 0 oldugunda
T, (x) = cos 2nf (1.33)

olur. Bu iligki alternatif olarak, 8 yerine % ile degistirilerek yeniden yazilabilir.

T (x) = cosng = coszg = %(1 + cos ¢). (1.34)
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Otelenmis polinomlarda U,,(x) de T,,(x) gibi benzer yollarla tanimlanabilir:
Un(x) = Uy(s) = U,(2x — 1) (1.35)
n =2 icin Ug(x) = 1 ve U;(x) = 4x — 2 baslangi¢ kosullar1 kullanarak
Un(x) = 2(2x = DUp_1 (x) — Up_»(x) (1.36)

esitligine ikinci ¢esit otelenmis Chebyshev polinomunun yineleme bagintis1 denir. (1.35)

daki yineleme bagintis1 yardimiyla ilk birkag terim asagida verilmistir:
Ug(x) =1

Ui(x) =4x—2

U;(x) = 16x? — 16x + 3

Uj(x) = 64x3 —96x2 + 46x — 4 (1.37)

bulunur.
Otelenmis polinomlarda V,,(x) de T,,(x) ve U, (x) gibi benzer yollarla tanimlanabilir.
Vi (x) = Va(s) =1 (2x = 1) (1.38)
n > 2 igin Vy(x) = 1 ve V) (x) = 4x — 3 baslangi¢ kosullar1 kullanilarak
Vi (0) = 2(2x = DVp_1 (x) — V2 (x) (1.39)

esitligine tigiincii gesit 6telenmis Chebyshev polinomunun yineleme bagintis1 denir. (1.38)

daki yineleme bagintis1 yardimiyla ilk birkag terim asagida verilmistir:
Vi(x) =1

Vi(x) =4x -3

Vy(x) = 16x? —20x + 5

Vs (x) = 64x3 — 112x% + 56x — 7 (1.40)
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bulunur.

Otelenmis polinomlarda W, (x) de T, (x), U,(x) ve V,(x) gibi benzer yollarla

tanimlanabilir.
Wy (x) = Wa(s) = W,(2x — 1) (1.41)
n > 2 icin Wy (x) = 1 ve Wi (x) = 4x — 1 baslangi¢ kosullar kullanilarak
Wy (x) = 2(2x = DWy_1(x) = Wy_,(x) (1.42)

esitligine dordiincii gesit otelenmis Chebyshev polinomunun yineleme bagintist denir.

(1.41) deki yineleme bagintisi yardimiyla ilk birkag terim asagida verilmistir:
Wy(x)=1

Wilx) =4x-1

Wy (x) = 16x% —12x + 1

W3 (x) = 64x3 — 80x?% + 24x — 1 (1.43)

bulunur (Duran, 2016).

4.5.2. [a, b] Genel Arahg icin Chebyshev Polinomlari

Bir onceki bolimde [0,1] araligi igin Otelenmis Chebyshev polinomlari
tanimlanmistt. Bu kisimda, daha genel olarak [—1,1] araligina karsilik gelen x in verilen
her sonlu [a, b] araligi s degiskeni ile gosterilen s = w lineer doniigiimii altinda

Chebyshev polinomlar1 tanimlanabildigi gosterilmistir. T, (x) i¢in tanimlanan bu lineer
doniistim benzer sekilde U, (x), V,(x) ve W, (x) i¢in de tanimlanabilirdir. [a, b] = [0,1]
6zel durumunda s = 2x — 1 olmaktadir.

Ornek 4.5.2.1.

Ucgiincii dereceden birinci gesit Chebyshev polinomu [1,4] aralig1 i¢in

2x—5 2x—5\> _2x-5 1 . ,
T3(s)=T3( 2 )=4( 2 )—3( 3 )=ﬁ(32x — 240x? + 546x — 365)
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olarak bulunur (Calik, 2010).
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5. CHEBYSHEYV POLINOMLARININ TUREV VE INTEGRALLERI

Teorem 5.1.

x € [—1,1] ve x = cos 8 i¢in birinci gesit Chebyshev polinomu T, (x) in tiirevi

d
a T (x) = nUp_1(x)

seklindedir (Mason ve Handscomb, 2003).

ispat:

T,,(x) = cos(nf) ve dx = — sin 8 df formiillerinden

d
Tx T,(x) = n(—sinnf) d6
sin n@
=n ( - ) dx
sin 8

=nU,_1(x) dx

olur. Dolayisiyla birinci ¢esit Chebyshev polinomu T, (x)’in tiirevi

d T, =nU
a n(x) =n n—l(x)

olarak elde edilir.

Teorem 5.2.
x € [—1,1] ve x = cos 0 igin ikinci gesit Chebyshev polinomunun tiirevi

(n+ D)Tpy1(x) — xUp(x)
x2 -1

d

a Un (x) =
seklindedir (Mason ve Handscomb, 2003).
Ispat:

sin(n+1)6

Up(x) = ——5 Ve dx = —sin 6 d@ den

d
dx Un(x) sin 20
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((n + 1) cos(n + 1)8 sin @ — cos O sin(n + 1)9) -1 4
= X

sin 26 sin 6

sin(n+1)60

(n+1)cos(n+1)8 — cos b 5
= 2 dx

—sin 26

_ (4 DT () = 2000

x? -1
dir. Buradan
Ly oy = F DT @) = xUn(@)
dx x? -1
elde edilir.
Teorem 5.3.

x € [—1,1] ve x = cos @ i¢in birinci gesit Chebyshev polinomunun integrali

1 (Tn+1(x) - Tn—1(x)> (1.46)

fT”(x)dx:E n+1  n—-1
seklindedir (Mason ve Handscomb, 2003).

ispat:

x =cosf i¢in dx = —sinfdf olur. Bu bagmnti kullanilip T,(x) = cos(n8)

esitliginde her iki tarafinin integrali alinarak

JTn(x) dx = —fcosne sin 8 d6

esitligi, trigonometrik doniisiim formiilleri kullanilarak da
1
an(x) dx = — J E(sin(n + 1)8 —sin(n—1)0)d6

_% 3 (cosfln++11)9 B cosfln_—ll)é?)]

_ ; (Tn+1(x) _ Tn—l(x)>

2 n+1 n—1

ifadesi elde edilir. Buradan da asagidaki integral sonucu elde edilir:
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l(TnH(x) _ Tn—1(x)) Con#1

an(x)dx: % n+1 n-1
ZTZ(X)' n=1

Teorem 5.4.

x € [—1,1] ve x = cos 6 igin ikinci ¢esit Chebyshev polinomunun integrali

The1(x)
fUn(x) dx = 1 (1.47)
seklindedir (Mason ve Handscomb, 2003).
Ispat:
x=cosf igin dx=—sinfdf olur. Up(x) =" formiliinde her iki tarafin
integrali alinip dx = — sin 6 d6 kullanilirsa
sin(n+1)6
fUn(x) dx = —ITsdeG
_ (cos(n + 1)0)
B n+1
— Tn+1(x)
n+1
elde edilir. Dolayisiyla
T, X
olur.
Teorem 5.5.

x € [—1,1] ve x = cos 0 i¢in ligiincii ¢esit Chebyshev polinomunun integrali

Tusa () T(®)

1.48
n+1 n ( )

[ v ax =
seklindedir (Mason ve Handscomb, 2003).
Ispat:
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cos(n+l)9 . . .
V,(x) = ——=%—, dx = —sin 8 d@ ve trigonometrik doniisiim formiillerinden

1
cos=6
2

cos(n+%)9
an(x) = —f—lsinede

cos-0
2

do

] ) .6\ .
f (cos nd cos S — sin nd sin E) sin @

0
COS—~
2

f(sin(n + 1)6 — sinnf) d6

cos(n+1)68 cosnfd

n+1 n
olur. Buradan da
_ Thi1(x)  Tp(x)
f Va(x) dx = n+1 n
elde edilir.
Teorem 5.6.

x € [—1,1] ve x = cos 0 i¢in dordiincii gesit Chebyshev polinomunun integrali

[moax= -2 -
seklindedir (Mason ve Handscomb, 2003).
Ispat:
W,(x) = %, dx = —sin 6 d@ ve trigonometrik donilisiim formiillerinden
2

sin(n+%)9
an(x) = —f—lsinede

sin-6
2

do

. 0 . 6 .
J (sm né cos 2 + cosnd sin 5) sin @

. 0
sin—
2
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= f(sin n6 + sinnfb cos 6 + cosnb sinf) db

cosnf cos(n+1)60
n n+1

olur. Buradan

Tn+1(x) _ Tn(x)
n+1 n

an(x) dx = —

elde edilir.

Dort cesit Chebyshev polinomunun tiirev ve integrallerini verdikten sonra bundan sonraki

kisimda farkli tipteki integraller ve bu integrallerin toplamlarini verelim:

Lemma5.1.

X
1[Type1(x)  Top—1(x)

fTZ”(y)dyZE 2n+1  2n—1
0

ve

* _Topia(x) | (=D"C2n+1) Tp(x)
fo TZMl(y)dy_E[ 2n+ 2 2n(n+1)  2n

dir (Wang ve Zhang, 2012).

Teorem5.7.

2h+1(x) X
Z j T =560+ "2 (1.50)
dir (Wang ve Zhang, 2012).
Ispat: Lemma 5.1. den

h h
* 1 Tone1 () Top_1(x)
Ty =352 [ on¥1 ~ 2n-1
n=1"0 1

n=

olup sagdaki toplam ifadesi agildiginda,

L)  Ti()

n =1 1¢in L
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n= 2 lgln TS(x) _ TS(x)

Tone1 (%)  Top-1(%)
2h+1 2h-1

n = higin
ve toplam alindiginda

>

n=1

Ton+1(x) _ Tyn-1(x) _Tappa(x)  Ti(x)

2n+1 2n—1| 2h+1 1

bulunur. Burada T; (x) = x esitlikte yerine yazilirsaaranan toplam

l(T2h+1(x) y x) r Top1(x) X
2\ 2h +1 22h+1) 2
olarak bulunur.

Lemma5.2.

T2(y) = 1+ T (y)

dir (Wang ve Zhang, 2012).

Ispat:

1) =3+ 2= D) 2+ =) (== D)+ (== 1)
- %[(3’ +y? = 1)2n + (y —Vy? = 1)2n + 2]

1

=[G+ )" + (- ) T 45

1

_ E((%[(y w57 1)+ (=7 1) ) + 1>

1+ Ton ()
B 2

olup istenilen esitlik elde edilir.

53



Teorem 5.8.

> [0 -3 [2aS s an-

dir (Wang ve Zhang, 2012).

Ispat:

Lemma 5.2. den ve Teorem 5.7. den

h h
X 1 X
> | mwray =3 [ W+ T an)
n=1 0 n=1 0
Iv (5 1o (F
=32 ) 1432 [ Tt ay
n=1 n=1

_ h_x Toner(x)  x

42h+1) 4
1 (Top4q(x) )
_4( ony 1 TR x
bulunur.
Teorem 5.9.

2h+2(X) (_)
Zsz,m(y)d [hﬂ -2t

dir (Wang ve Zhang, 2012).

Ispat: Lemma 5.1 den toplam degeri

Tonar (@) (D@t 1)  Ton(x)
22l2n+2 2n(n+1)  2n

lup ayr ayr1 yazildiginda

h

1 T2n+2 (x) Ton(x) lz -D*"(2n+1)

2 2n+ 2 2n 2 2n(n+1)
n=1

n=1
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olur. Toplam ifadesi agildiginda

=1ligin ————==
n ¢ 4 2

n = 2 igin

i Toni2(X)  Tap(X)
n = h igin 2(h+1) 2

T,(x) = 2x? — 1 oldugundan sonug olarak

h
1N Tona (%) Top(x) 1 (T2h+1(x) 2 )
2. 2n+2 20 4\ he1 O *E

n=1

bulunur. Diger toplam ifadesi igin

1 \ -D"2n+1) 1 h (D" h (—1)"*1
Enz:l =Z<Z n _z n+1>

2n(n+1) ) e

dir. Gergekten

n=1ic¢in -1 -

.. 1 1
n=2igin - --
2 3

_1\h _1\h+1
n = higin (k) )
h h+1

Boylece ikinci toplam
1 " (_ 1) h+1
4 h+1

bulunur. Buradan istenilen toplam degeri

1/(T x —1)h+1
_M_2x2+1_1_i
4\ h+1 h+1
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1 <T2h+2(x) ox? 4 (_1)h>

4\ h+1 h+1

bulunur.

Wang ve Zhang (2012) birinci ¢esit Chebyshev polinomlarinin integral toplamlarini
calismiglar ve bu konuda acik problemler oldugunu ¢alismalarinda belirtmislerdir. Biz de
pek cok Ozelligini verdigimiz Chebyshev polinomlari i¢in bu problem iizerinde calistik.

Bunun i¢in asagidaki dnermeyi verebiliriz.

Onerme 5.1.
X
Ton+1(x)

U dy = ———

ve
X
Ton+2(X)
U dy = ——+ (—-1D)"
dir.
. .. . sin(2n+1)0 . ... o
Ispat:y = cos 6 i¢in dy = —sin 6 d6 olur. U,,(y) = g esitliginde her iki tarafin
integrali alinirsa
ij gy = stin(Zn +1)6 | 9.do
. 2n(¥) dy = . smg__°m

X
= —f sin(2n + 1)6 dé
0

_ cos(2n+1)6
2n+1

— T2n+1(y)
2n+1

olup integral sinir degerleri yerine yazildiginda Lemma 4.1.1 den integral degeri

Ton41(X) _ Ton+1(0) _ Tonsq(X)
2n+1 2n+1 2n+1
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elde edilir. Dolayisiyla

Ton+1(x)
2n+1

X
[ vy =
0
olur. Benzer yol izlenerek,
fo dy = stin(2n+2)9 in 6 do
. m+1(Y)dy = . SN sin

X
= —f sin(2n + 2)6 dé
0

_ cos(2n+2)6
T 2n+42

— T2n+2(y)
2n + 2

olup integral sinir degerleri yerine yazildiginda Lemma 4.1.1 den integral degeri

Tani2 (%) _ Ten+2(0) _ Tonya(x) (_1)n+1
2n+2 2n+2 2n+2

—Tony2(x) _1\n
T 2n+2 +(=1)

bulunur. Dolayisiyla

Ton42(x)

X
U dy = —1)n
j;) 1 () dy ot 2 +(-1)

olur.
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6. SONUC VE ONERILER

Chebyshev polinomlari ailesi 6zel say1 dizileri olan Fibonacci ve Lucas sayi dizileri
gibi matematigin bir¢ok alaninda 6zellikle polinomlarin yaklagimlar1 alaninda énemli bir
yer tutmktadir. Bu tez ¢alismasinda, Chebyshev polinomlarinin dort farkli ¢esidinin temel
ozellikleri, teoremler, 6rnekler ve tablolar ile verilmistir. Yine Chebyshev polinomlarinin
Ozel say1 dizileri ve bu say1 dizileri ile iliskili polinomlar ile olan baglantilarina detayli
olarak yer verilmistir. Ayrica 6telenmis Chebyshev polinomlarindan bahsedilmistir. Son
olarak bu c¢alismada Chebyshev polinomlarinin tiirev ve integralleri incelenmistir. Bu tez
calismasinin amaci, Chebyshev polinomlarinin her bir ¢esidini detayli olarak incelemek,

Chebyshev polinomlar ile ilgili yeni 6zellikler gelistirmeye ¢alismaktir.

Literatiirde Chebyshev polinomlarinin tiirev ve integralleri ile ilgili halen acik
problemler yer almaktadir. Chebyshev polinomlarinin bilinen 6zellikleri incelenerek gerek
farkli say1 dizileri gerekse farkli polinomlar ile ilgili iligkileri konusunda calismalar devam

etmektedir. Bu kapsamda yapilacak caligmalar literatiire 6nemli katki saglayacaktir.
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