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OZET

YUKSEK LiSANS TEZI
KATLI FOURIER SERILERININ NORLUND TOPLANABILMESI
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YOZGAT BOZOK UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIiM DALI

TEZ DANISMANI: DOC. DR. ABDULLAH SONMEZOGLU

Alt1 boliimden olusan bu calismanin amaci ¢ift Norlund matrislerinin oldukga genis
smiflart ile ¢ift Fourier serilerinin herhangi bir noktada toplanabilmesi i¢in yeterli
kosullart incelemektir. Bu c¢alismada incelenen sonuglar Y.S.Chow, K.N.Mishra ve
P.L.Sharma’nin ilgili ¢alismalarinin 6nemli dl¢iide genislemelerini ve genellemelerini
olusturur. Birinci boliimde toplanabilme ve ¢ift katli Fourier serilerinin bilime katkilar
tanitild1. Ikinci boliimde bu calismada kullanilan temel tanimlar ve sonuglara yer verildi.
Uciincii boliimde ¢alismanin sonucunda elde edilen ana sonuglar ve teoremlere yer
verildi. Dordiincii boliimde ¢alismada ¢ok 6nemli bir rol oynayan Norlund ¢ekirdeginin
olusturulmasi incelendi. Besinci boliimde negatif olmayan ve artmayan ¢ift bir dizi i¢in
Fourier serilerinin Norlund toplanabilir olmasini saglayan bir teoremin ispati incelendi.
Altinc1 bolimde negatif olmayan ve azalmayan ¢ift bir dizi i¢in Fourier serilerinin
Norlund toplanabilir olmast ile ilgili bir teoremin ispati incelendi.

2020, 41 SAYFA
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ABSTRACT

MASTER THESIS
SUMMABILITY OF DOUBLE FOURIER SERIES BY NORLUND METHODS
MEHMET UCAR

YOZGAT BOZOK UNIVERSITY
GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES

DEPARTMENT OF MATHEMATICS

SUPERVISOR: ASSOC. PROF. DR. ABDULLAH SONMEZOGLU

The aim of this study, which consists of six chapters, is to examine the sufficient
conditions for quite large classes of double Norlund matrix and double Fourier series to
be summed at any point. The results examined in this study constitute significant
enlargements and generalizations of the relevant studies of Y.S. Chow, K.N. Mishra and
P.L. Sharma. In the first chapter, summability and contributions of double Fourier series
to science are introduced. In the second chapter, the basic definitions and results used in
this study are given. In the third chapter the main results and theorems obtained as a
results of the study are introduced. In the fourth chapter, the formation of the Norlund
kernel, which plays a very vital role in the study, is examined. In the fifth chapter, the
proof of a theorem that enables the Norlund summability of the Fourier series for a
nonnegative and nondecreasing series is studied. And finally in the sixth chapter, the
proof of a theorem concerning the Norlund summability of Fourier series for
nonnegative and nonincreasing series is examined.

2020, 41 PAGE
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Aciklamalar

f(x,¥)’ nin gift Fourier serisinin katsayilari
% + Y-, cos (kv)

f (x,y)’ nin ¢ift Fourier serisi

i 120 2k=0 Pm—jn-k Dj(W) Dy (v)

her degiskende 27 periyotlu ve T2 torusu

izerinde integrallenebilir fonksiyonlar sinifi

her degiskende 2m periyotlu ,integrallenebilir
logaritmik fonksiyonlarinin pozitif parcalarinin
sinifi

;'n=o Zk=0Djk
Negatif olmayan ¢ift say1 dizisi

1 ¢on
P k=0 Pmk
mn

1 vm
Pmn j=0 p]n

{s,} dizisi smirh

lim, s, =0

f(x,y)’ nin ¢ift Fourier serisinin kismi toplamlar
dizisi

i }n=o Yk=0 Pm-jn—k Sjk

{(x,y) ER*: —m < x,y <m}
fx+uy+v)+fx—uy+v)
+fx+uy—-v)+fx—uy—v)—4f(x,y)
N fot|<ny(u, v)|dudv (s,t > 0)

Pjk — Pj+1k

Pjk — Pjk+1

Pjk — Pj+1.k — Pjk+1 T Dj+1,k+1

#(5.3)



1.GIRIS

Toplanabilme teorisi, analiz ad1 verilen ¢ok genis bir matematiksel konu grubuna uyar.
Ayrica sayilar teorisiyle de baglantilar1 vardir. G. Hardy ve J. E. Littlewood belki de en
taninmis toplanabilme arastirmacilaridir. Toplanabilmenin klasik agiklamasina

Hardy’nin “Divergence series” adl1 eserinden ulasabiliriz.

Varsayalim ki yakinsak veya iraksak olan );_; a = aq + a, + - serisine veya esdeger
olarak bu serinin kismi toplamlar dizisine yani, S, = Yjr-; a olmak iizere S;,S,, ...
dizisine sahip olahm. a; + a, + -+ serisinin kismi toplamlar dizisi S;,S,,... eger s
limitine yaklasirsa, a; + a, +--- serisinin s degerine yakinsamasini belirtmek

standarttir.

Bu basit tanim, Zeno’nun bazi paradokslariyla karakterize edilen sonsuz siireclerle ilgili

bir karisiklig1 ¢6zer ancak bu tanim ilerlemek i¢in tek yol degildir.

Ormnegin, Y7 oar =Ypo(-D¥=1—-1+1—-1+1+ - serisiyle ilgilendigimizi
varsayalim. Bu seri, iki duvar arasinda ileri geri sigrayan bir topun konumunun
aciklamasindan kaynaklanabilir veya bu seri 0 < x <1 olmak tizere x — 1~ iken

1 —x + x? — x3 + -+ serisinin limitinin ne olacagin1 hayal etmekten ortaya cikabilir.

Standart metottan farkli olarak 1 —1+1—14 1+ -+ toplamina yaklasimda kismi

toplamlar yani (S,) = 1,0,1,0, ... dizisinin ilk n elemaninin aritmetik ortalamasini

n+2

, ngiftse

1
?:oSR) = 20 olur ve bu ortalama n - o

diistiniirsek (p,) = (m A

> , ntekse

iken %’ye gider.

Peki biitin bunlar ne ise yarar? Neden toplanabilmeyi inceliyoruz? Cesitli
toplanabilirlik ~ yontemleri  kendi  icinde ilgingtir.  Onlarin  siniflandirma,
karsilastirilabilirlikleri ve goreceli giigleri, bir yontemle toplanabilen ancak baska bir

yontemle toplanamayan serilerin tanimlanmasinda veya siniflandirilmasinda etkilidir.

Yavas yakinsak serilerin verimli toplaminin incelenmesinde kullanilir. Bazi yontemler
yavasca yakinsak bir toplami belirlemek icin ¢ok hizlhidir (belki diizensiz salinimhi

seriler). Bazi yontemler 6zel problem alanlarinda ortaya ¢ikan serilerle daha iyi ¢alisir.



Test icin reaktif olarak ¢esitli yontemler kullanarak seriyi anlamada yardimci olur. Bir
toplam1 belirlemek icin gii¢li bir yontem kullanmak yerine, serinin davranigini

karakterize etmek icin bir dizi zayif yontem (pH test seritleri gibi) kullanilabilir.

Sembolik manipiilasyonlar i¢in saglam bir zemin saglamak i¢in kullanilabilir. Bazen bir
hesaplama, bazi ara tirtinlerin riski goz ardi edilerek yapilir. Asamalarinda sonsuzluklar
veya diger yakinsak ifadeler bulunabilir. Sonug olarak sonsuzluklar iptal edebilir veya
tiiretmenin temel amaci icin ¢er¢eve olabilir. Ornegin, bir ifadeyi 1 — x’e bolme,
1+ x + x? + -+ olarak genisletme, terimleri yeniden diizenleyerek toplama ve bazi

limitler alma gibi.

Katli Fourier serilerinin uygulama alani oldukga genistir. Temel bilimler ve miithendislik
bilimlerindeki problemlerin ¢dziimiine ait cok sayida uygulamalari vardir. Ornegin;
Spektral doniisiim yontemi, ele alinan ¢6ziimleri, katli Fourier serisini ortogonal taban
fonksiyonlar seklinde kullanarak kiirede sig su denkleminin ¢oziimiine genisletir.
Ayrica kiipte Laplace denkleminin ¢6ziimii ve ii¢ boyutlu dalga denkleminin

¢Oziimlerine 6nemli islevsel katkis1 vardir.

Bu ¢alismada, Katli Fourier serilerinin analizdeki 6nemli uygulamasi olarak Norlund

toplanabilmesi incelenmistir.



2.TEMEL TANIMLAR
Tamm?2.1: {pjx:j, k = 0,1,2, ...} negatif olmayan cift say1 dizisi ve poo > 0 olsun.
Karmagik sayilarin {sj.:j,k =0,1,2,...} ¢ift dizisi verilirse bu dizinin Norlund

ortalamasi olan t,,,,, asagidaki gibi tanimlanir:

Burada
m n
z z pjx (mn=20,12,..)
j=0 k=0

olarak tanimlidir.

Eger m,n > o iken tp, sonlu bir limite yakimsiyorsa {sj.} dizisine Norlund

toplanabilirdir denir. Bilindigi tizere Cesaro anlaminda toplanabilme y,é > —1

mertebeli Norlund toplanabilmenin 6zel bir halidir (Moricz ve Rhoades,1987).

Tanim?2.2: f(x,y) kompleks degerli bir fonksiyon, her degiskende 2mr periyodik ve iki
boyutlu

2={(x,y) ER*: —m < x,y <m}

torus tizerinde integrallenebilir olsun. Bu durumda f € Ly, .o, ile gosterilir ve f(x,y)’

nin ¢ift Fourier serisi

Z Z cjxe UxHky) (2.1)

]:—oo k=—0o0

seklinde tanimlanir. Burada

1 ([ .
Cik =mj jf(u,v)e‘l(fwk”)dudv (2.2)

-1 —TT
dir.

Tanim?2.3: Esitlik 2.1. ile tanimlanan serinin simetrik dikdortgensel kismi toplam

dizisini gbz Oniine alalim



Smn(%,y) = z z Cjree Uy

-mk=—-n

f(x,y)’ nin ¢ift Fourier serisinin Norlund ortalamasi ¢ift S, (x, y) kismi toplam dizisi

i¢in
m n
1
P_ Z Z Pm-jn-k Sjk (x’ y)
MmN 520 k=0
seklinde tanimlanir. Esitlik 2.2.’den

m n
1 1 B
tn = %zzpm —jn-k 32 f Jf(x+uy+v)z ~lay Z Y dudv

j=0 k=0 —TT —TC a=—j b=-k

; ii?’m ~jn-k f jrf(x+u:3’+v)Dj(u)Dk(v)dudv
=0

-2
7" b Jj=0k - -7
1 T
== f f fx+uy+v)Kp,(u,v)dudv (2.3)

-1 —TT
elde edilir. Burada

1 m n
Knn(0) = 5= > > Pt (D) 24

M 520 k=0

Noérlund Cekirdegi olarak adlandirilir. Ayrica D;j(u) ve Dy(v), u ve v cinsinden

Dirichlet ¢ekirdekleridir.

1 m
b6, ) = £ 03 = = [ [ ey a0 1,9l (25)
00

gosterimi ise esitlik 2.4.”{in bir sonucu olup burada

Peyv) = fx+tuy+tv)+fx—uy+v)+fx+tuy-v)+f(x—uy—-v)
—4f(x,y)

dir. Gergekten,



m T 1 m n T T
f f Kpn(u, v)dudv = —z z Pm—jn-k f f D;(u) Dy (v)dudv
Pmn

-T -7 j=0k=0 - -7

1 m n
B %Z Z Pm-jn-k T = 1°

oldugundan

tmn (6, y) — f(x,¥) = [f(x+uy+v)— flx,y)]Kmn(u, v)dudv

1 0

1 T T
=;j][f(x+u,y+v)+f(x—u,y+v)+f(x+u,y—v)+f(x—u,y—v)
00

| =
=I\;1
:ll\n:l

71-2

+ff+ff+ff}f(x+uy+v) £, )] Ky (u, v)dudv
0 —-m - 0 00

ﬁ\o

= 4f (%, )] K (4, v)dudv

Calismanin ilerleyen kisminda asagidaki integral fonksiyonunun ¢ok onemli rolii

oldugunu burada belirtmek gerekir:

D(s,t) = Pyy(s,t) = ijoxy(u, v)|dudv (s,t >0)
00



3.TEMEL TEOREMLER VE SONUCLAR
Tanim3.1: Ayopjk = Pjk — Pj+1.k Do1Djk = Pjk — Pjk+1
A1Djk = Pjk — Pj+1,k — Pjk+1 T Djs1k+1

olmak iizere her j,k =0,1,2,.. icin Ajgpjx <0 ve Aypj <0 ise {p;} dizisi
azalmayan olarak adlandirilirken, A;opji = 0 Ve Agqpji = 0 ise {pj} dizisi artmayan

olarak adlandirilir.
Calismanin temel amaglarindan birisi asagidaki teoremin ispatini incelemektir:
Teorem3.2: {pj} dizisi Ay pjy sabit isaretli ve

(m+ DM+ Dppmn

=0(1) (3.1

Pmn

olacak sekilde azalmayan bir dizi olsun. Eger f € Lyyyor V€ (x,y) € T? i¢in

by (s, 1) = o(st) (s,t = 0) (3.2)
Py (s,m) = 0(s) (s = 0) (3.3)
Py (1, 1) = 0(0) (t—0) (3.4)

kosullar1 saglaniyorsa

lim t,(x,y) = f(x,¥) (3.5)
m,n—oo
dir (Méricz ve Rhoades,1992).

Ozellikle f € (Llog™ L)ynxor ise esitlik 3.5. hemen hemen her (x,y) € T? igin
gecerlidir.
(C,1,1) toplanabilme 6zel durumunda Teorem3.2’de {pjx} lizerine konulan sartlar

otomatik olarak saglanir. Boylece asagidaki sonug elde edilir.

Sonug3.3: f € Lypxon » (%, ¥) € T? ve esitlik 3.2. — esitlik 3.4. kosullar saglansin. Bu
durumda esitlik 2.1. ile tanimlanan seri f(x,y) icin (C, 1,1) toplanabilirdir (Méricz ve
Rhoades,1992).

Sonug 3.3’lin zay1f bir hali Chow (1953) tarafindan kanitlanmustir.



Bir sonraki teoremde {pj} dizisi artmayan, A;;pjj sabit isaretli ve asagidaki kosullari

saglayacak sekilde ¢ift bir dizidir.

P
2T —p(1)  (sabit), I~ 0(1)
Pmn Pmn
P; P
2 _0@1)  (jsabit), % — 0(1)
Pyy Pn1
(1 o Py —P
_ZZ jk J-Lk _ 0(1)
ipm” =t
1 v\ Py — P,
_ZZ jk . J.k—1 — 0(1)
Bnn =iea TPk
logmlogn
=0(1)
Pmn

(k sabit)

(k sabit)

(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.9)

Esitlik 3.7. kosulu sadece kolaylik saglamak i¢in listelenmistir. Ciinkii herhangi bir

artmayan pozitif dizi i¢in esitlik 3.7. kendiliginden saglanir.

Gergekten j, 0 veya 1 ise % = 0(1) oldugu ag¢iktir. j > 1 ve sabit olsun. Bu durumda

J
i=2 k=0
n

J n 1 n n j
Pjn=zzpik=zzplk+zzpikspln+

i=0 k=0 =0 k=

o

= Pin+ (- 1)Zp1k<P1n+o—1)zplk+o—1)zp0k
k

= jPin

oldugundan

olup n’den bagimsiz ve j sabit oldugundan sinirlidir.

Benzer sekilde

Pk < Ppy + (k- 1)(2?:0 pj1 + Z;ﬂ:o Pjo) _

Pm1+(k_1)Pm1<k

Py Ppa

olup m’den bagimsiz ve k sabit oldugundan sinirhdir.

Py



Esitlik 3.6., esitlik 3.8. ve esitlik 3.9 artmayan tiim diziler i¢in saglanmaz. Ornegin
P =[G+DG+2)(k+ D(k+2)]

ise s6z konusu kosullar saglanmaz. Gergekten

Pmn=izn:[(i+1)(i+2)(k+1)(k+2)]"1=(1— =)

_ m+ 2 n+2
j=0 k=0

oldugundan j sabit iken

1 1
P; Ti¥2 1
lim == = lim J+ =1——=+0
m—o Py mow g 1 j+2
m+ 2

olup esitlik 3.6. saglanmaz.

Ote yandan (m,n) — (o0, ) iken

m m n m
1 Pp—P_1p 1 1 1 1 1
B T e T D R G FIGTD
Pmn. kij Pmnj.:l(]"'l) k=1k Pmnj=1(1+1)(]+2)

n
j=1k=1

In(n+ 1) m
-y B
n

olur. Yani esitlik 3.8. saglanmaz ve son olarak yine (m,n) — (o, ) iken

logmlogn logmlogn

= —
(1) (- 52)

olacagindan esitlik 3.9. sart1 saglanmaz.

Eger {pjx} iki artmayan siradan dizinin Kronecker ¢arpimi ise yani

P =p0.p  (Gk=012..) (3.10)
ise bu durumda Aq;pj, = 0 ve

logm __ 0(1) ; _logn__ 0(1) (3.11)

1 2
> p SieoPy)

kosullari esitlik 3.6., esitlik 3.8. ve esitlik 3.9 kosullarini gerektirir. Gergekten j sabit ve

m — o iken



Pin _ ¥l ZhooPik _Ziop) logm _ O(1) _

Bon 2:10 27]:=0 Dik logm Z:ZO pi(l) - 10gm =

o(1)

ve (m,n) — (oo, ) iken
o, _ Zj_l €Y 1

m n m n m n
Lzzpjk Pk _ 1 ZZZi:Opi i=oPi  _ ZZ Pj
Prnn 4 k Py P 4 kz{:o pi(l) ~ Fn 4 kZ{:O p(l)

1w 1 w1 In(m+1) (1+1nn) logm logn
B 271 2R
Pun k

@ @)
]=1]+1k=1 logm logn Zj:Opj 2Py
=0(1)
Son olarak
logmlogn logm logn
gP == mg @ : @ =0
e j=0P;j k=0Pp
elde edilir.

Calismada ispat1 incelenecek olan diger 6nemli teorem asagidadir:

Teorem3.4: {pj, = 0:j,k =0,1,2,...} dizisi artmayan, A;;pjy sabit isaretli ve esitlik

3.6. — esitlik 3.9. kosullarmi saglayan bir dizi olsun. Eger f € Lygyor V€ (x,y) € T?

i¢in
st
b =0(2)  (t->0) (3.12)
PO'T
s
Gry(s,m) =0 (—) (s—>0) (3.13)
Ps1
t
bry(mt) =0 (—) (t-0) (3.14)
Plr
kosullar1 saglaniyorsa esitlik 2.5. saglanir. Burada
I I
o= HE]] ’ T= [[?]] (315)

olup [. ] tam kismu gostermektedir (Moricz ve Rhoades,1992).

Hakemler tarafindan ispatinda hatalar oldugu belirtilmesine ragmen esitlik 3.10. 6zel

sart1 altinda Teorem3.4 esas olarak Mishra (1985) tarafindan ifade edildi. Mishra P,



yerine pozitif, azalmayan ¥ (t) (r = 1,2) fonksiyonlarmnin integral olarak ifade edilen
belirli biiyiime kosullarina tabi oldugunu tanitti. Bu ¢alismada ispatta genellikle kismi

toplamlara giivenilirken Mishra kismi integrasyon uygulamistir.

Eger esitlik 3.10.’da

1 1
@ _ (2) _ :
) ,k=20,12,..

secilirse elde edilen Norlund toplanabilme metoduna c¢ift harmonik toplanabilme

metodu denir. Bu durumda esitlik 3.11. sart1 saglanir ve esitlik 3.12 — esitlik 3.14.

sartlari
¢xy(s' t)=o ot (s,t > 0) (3.16)
log(Y/5)log(1/p)
s
¢)xy(SJ T[) =0 (m) (S - O) (317)
¢xy(7-[' t) y’ (log(l/t)> (t - O) (318)

sartlarina dontisiir. Gergekten m,n — oo igin

W@ _ 1

Pik =P Pk =G Dk + 1)
iken
logm  logm < logm _ o1
p®D ym 1 TIn(m+2) @
f=0P; J=05+1
logn logn logn
n p(Z) n 1 < ]n(n + 2) (1)
f=0Fk k=0 + 1
olup esitlik 3. 11. sart1 saglanir. Ayrica
o i
Z 1 1 0 (l 11 1)
- = og—log—
=T =0(]+1)(k+1) j=0]+1k=0k+1 s Ot

oldugundan s, t — 0 iken

10



log%
elde edilir.

Sonug3.5: Eger f € Lygor Ve (x,¥) € T? icin esitlik 3.16. — esitlik 3.18. kosullar

saglantyorsa bu durumda

m n
lim ; Sm—j,n—k(x' y) . f(x )
(mn)-=logmlogn Z Ozk 4 G+Dk+1) 4
]= -

dir (Sharma,1958).

Sonug 3.5, Sharma (1958) tarafindan ispatlanmistir.

11



4.CEKIRDEK FONKSIYONUNUN OLUSTURULMASI

v cinsinden Dirichlet ¢ekirdegi

sin (n + %) v

1 <« — , U #2mm,meZ
D,(v) = 3 + z cos (kv) = 2sinz (4.1)
k=1 1
n+- , UV =2mm,me’
2

oldugundan n = 0,1,2, ... ve her v i¢in

n

% + Z cos (kv)

k=1

n
1 1
|D, (V)| = S§+2|cos (kv)ISn+5<n+1 (4.2)

k=1

olur.
> .. i 2 Ay
Ote yandan 0 < u < glg:m % = esitsizligini kullanarak 0 < u < m ve

a,b =012, ..(a<b)icin

b

> sin(n+3)
sin|n zu

n=a

elde edilir. Esitlik 4.1 ve 4.3.’1 kullanarak 0 < u < mwvea,b =0,1,2, ... (a < b) i¢in

zi: D, (u) zi: %+ Zn: cos(ku)]

cosau —cos(b + Du 1
- < <

2 si u T and
sin sin

(4.3)

g9

B Zb:sin(n+%)u

U

e} — 25m§
_|cosau — cos(b + Du - 1 - w2 14
- 4sin2% _Zsinz%_zu2 (4

elde edilir.

Lemmad.1: {pj > 0:j,k =0,1,...} dizisi A;;pj) sabit isaretli olmak iizere azalmayan

¢ift bir dizi olsun. Bu durumda
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(m+1)(n+1) , Yu, v

n
n+1
0(1)( )mek , O<u<m,Vv
Pmnuz k=1
| Kmn (u, v)| < 4 (m+1) S
0(1) ijn , O<v<m,Vu
Pmnvz .
Jj=1
pmn
0(1l)—— <
L ()Pmnuzvz ’ O<uv<nm

dir (Moricz ve Rhoades,1987).
Ispat: Her u, v igin esitlik 4.2.”den

Km0 = 53" Dok D, D)

M50 k=0

3

1

— " i |0, @| 1D )]

0

A
3
1=

n

Jj=0

&
Il

IA
§~U|r—x
INgE
gl

=
I

pm—j,n—k (] + 1)(k + 1)
n
J

< N s = (m + D + 1)

P
mn =0 k=0

0 k=0

elde edilir. Burada {p;, } dizisinin monotonlugunun kullanilmadigin1 belirtmek gerekir.

Hervve 0 < u < migin

n m
1
| Kmn(u, v)| < P_Z(k +1) me_j,n_k D;j(w)
mn k=0 ]:O

yazilabilir. Burada her k i¢in Abel doniislimi uygulanip i¢ toplam asagidaki gibi

diizenlenerek esitlik 4.4 g6z Oniine alinirsa

m m J j-1
z Pm—jn-k Dj (w)] = Z Pm—jn-k Z Da(u) - Z Da(u)
j=0 j=0 a=0 a=0

13



m J m j-1
= Z Pm-jn-k Z Da(u) - z Pm-jn-k Z Da(u)
j=0 a=0 j=0 a=0
m m j-1
= |Pon-k z Da (u) - Z(pm—j,n—k - pm—j+1,n—k) Z Da (u)
a=0 j=1 a=0
m m j-1
z Da(u) + Z|A10pm—j,n—k| Z Da(u)
a=0 j=1 a=0

2

< | Pon- k+Z|A10Pm jm- k| 2u?
j=

< po,n—k

elde edilir. {p;,} dizisi azalmayan oldugundan A;opp,_jn—k < 0 oldugunu dikkate

alarak
1 v L 2
|Kmn(ul v)l = _Z(k + 1) Pon-k — z A1Opm—j,n—k 5.2
Pmn . 2u
k=0 ]:1
2 1 =
< 71_) ) Z(k + 1) Pon-k — Z(pm—j,n—k - pm—j+1,n—k)
mnu .
k=0 j=1
n
¢ (n+1) T[Z(n-l-l)
37 P2 Z[pOn k T Pmn-k — Pon- k] 3 P2 ;)Pmk
elde edilir.

Her u ve 0 < v < m i¢in tamamen simetrik olarak

n
Z pm—j,n—k Dk(v)
k=0

m 7T2

Z(]‘l'l) Pm- j,0 ZAMpm jn—k sz

¢ (m+1) ¢ (m+ 1)
7 Z[pm ]0+pm —-jn — Pm- 10] 2 Pmnvz Epjn

2
mnv

m
1
K ()] < 5— ) G+ 1)
mn .=O

IA
w|
(U

IA

Son olarak her 0 < u, v < m i¢in
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Prn| Ko (u, v)| = Z z Pm-—jn-kDj WDy (v)

j=0k=0

ifadesine double Abel doniisiimii uygulayarak diizenleyip

izn:pm —jm-kDjW) Dy (v) —ZD(u){me _jn— k(ZDb(v) ZDM@)}

j=0 k=0
= Z D;(u) {pm—j,o z Dy(v) — Z Ao1Pm-jn—k Z Dy, (U)}
j=0 b=0 k=1 b=0
= T1 - TZ (4.5)
dersek
m n n m j j—1
Ty = D@ Pn_jo Y Do® = > Dy pmjo 2 Do) = ) D)
j=0 b=0 b=0 j=0 a=0 a=0
m j-1

z Dy () { oo Z Dy(w) - Z Do o Z Dy(w)
= Poo Zn: Dy (v) i Dg(u) — Zn: D,(v) i A101f)m—j,o }Z_: Dg(u)
b=0 a=0 b=0 j=1 a=0

elde edilir. Ote yandan

m

> pw Z BorPmjn- kzl Dy(v)
= k=1 b=0
m n ] j—1 -1
= AOlpm—j,n—k ; Da(u) - ] Da(u) k Dy, (U)
R R )

j=0k=1

n m
= z Ao1Pon—k Z Dq(u)
k=1 a=0
m n j-1 k-1
- Z Z(Ampm —jn—k AOlpm—j+1,n—k) Z D, (u) Z D, (v)
j=1k=1 a=0 b=0

15



n m
= Z Ao1Pon—k z D,
k=1 a=0

m n j—1 -
@ ) D) = D" > Ay JZ Da(w) kz Dy (v)
b=0 a=0 b=0

j=1k=1

elde edilir. T; ve T, yi esitlik 4.5.°te yerine yazip {pj;} nin azalmayan oldugunu ve

esitlik 4.4.°1i goz oniinde bulundurarak

Brn | Kipn (u, )|

<

m n
j=1k=1

ﬂ4

T 4y2p?

ﬂ4

T 4y2yp?

n m
Poo ) Dy(v) ) Da(w)
b=0 a=0
n m k—1
z Ao1Pon-k Z D, (u) z Dy (v)
k=1 a=0 b=0

MM IR

r
~.

m Jj-1 n
+ Z AioPm—jo0 Z Dq(u) Z D, (v)
j:]_ a=0 b=0

j-1 k-1
BiiPmejnr ) Da() ) Dy(v)
a=0 b=0

|A11pm—j,n—k| - Z AjoPm—jo — Z Ap1Pon-k + Poo
k=1

1}

&
N
=

[y

j=1

— Poo

NgE

|A11pm—j,n—k| + Pmo + Pon

1l
[y
&
1l
[N

elde edilir. Ay1pm—jn—k = 0 ise

Brn | Kinn (u, v)| <

4u?p?

4u sz

bulunur. Eger A11Pm—jn-

m n
Z Z A11Pm—jn-k T Pmo + Pon — Poo
j=1k=1

m n
) Z Z(Alopm—j,n—k - Alopm—j,n—k+1) + Pmo + Pon — Poo

| j=1 k=1
" Pn
(Alopm—j,o - A10pm—j,n) + Pmo + Pon — Poo| = 4 ulp?
| j=1
K <0ise
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m n
manmn(u v)l < 4u 217 z Z _Allpm—j,n—k + Pmo + Pon — Poo

j=1k=1
4 4-
4u2 2 (meo + 2p0n Pmn — Zpoo) S 422 (3pmn - 2p00)
< 31" Pmn
4 u?vp?

bulunur. Boylece ispat tamamlanir.
Lemmad4.2: {pjk >0:j,k=0,1, } dizisi A;1pjx sabit isaretli olmak iizere artmayan

bir dizi olsun. [. ]| tam kism1 olmak lizere o = [[ﬂ] Vet = [E]] olsun. Bu durumda

((m+1)(n+1) , Yu, v
n+1)P
0(1)g , O<u<sm,Vv
UPpn
K . < m+ 1)PR,
| K (w, 0) 40(1)—( Ve ) O<v<m,Vu
van
(1) , O<uv<m
mn

dir (Moéricz ve Rhoades,1987).

Ispat: Lemma 4.1’in ispatinda oldugu gibi {pjk} icin herhangi bir monotonluk sarti

aranmaksizin her u, v i¢in

|[Kmn(u, )| < (m+1)(n+1)

. . si 2 g ..
olur.0<u< glgln% > - oldugundan 0 < u < 7 igin

N &

1 T

=

< (4.6)

NI

<
u=—2u
Zsm2

SRS

sin

olur. Esitlik 4.1., esitlik 4.2. ve esitlik 4.6.”y1 kullanarak her v ve 0 < u < 7 igin

Prin Ko ()1 = [ i Dy () Dy ()

j=0k=0

sm ]+%)
<Z(k+1) me -jn-k— _ . u

ZSmf
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n m 1
T - |
< ZZ(’C + 1) ij,n—k Sln(m—] +E>u
k=0 =0
n o
T
Z_Z (e +1) zp}',n—k
k=0 =0

m
1
z Pjn-i Sin (m —j+ 5) u (4.7)

j=o+1
yazilabilir. Burada Abel doniisiimi uygulayip; esitlik 4.3.71, {pjk} dizisi artmayan

oldugundan Ayop;,—x = 0 Ve o = [E]] =0 < % < 0 + 1 oldugunu dikkate alarak

= 1
z Pjn-k sin (m —j+ E)u

j=o+1
m J j—1
. 1 _ 1
= Z Pjn-k z sm(m—l+§>u— z 51n<m—l+§>u
j=o+1 I=0+1 l=o+1
m
) 1
< Pmn-k Z sin (m -1+ E)u
l=0+1
1
+ Z |A10p]n k| z sm(m—l+§>u
j=o+1
m-1
T
a{pmn kt z (pj,n—k - pj+1,n—k)} < 77:(0- + 1)pa+1,n—k
l=0+1

o o
= T[Z Po+1n-k = T[Z Pjn-k
j=0 ]:O

elde edilir. Bu sonucu esitlik 4.7.’de yerine yazarak

n o o
T
Pon | Kmn(w, v)| < ﬁZ(k +1) ij,n—k + T[ij,n—k
k=0 j=0 j=0
( +1) ( +1)( +) e\
_ n(m n
Z(k-l_l)z Pin—k = ZEPj.n—k

j= j=0 k=0
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_n(r+1)(n+ DF,,
2 u

elde edilir.

Tamamen simetrik olarak her u ve 0 < v < 7 i¢in

m

A
anLKmn(u;v)lfgézizz 1){25:pm jk'+
k=0

j:

zii(l'*‘l){ipm jk+ﬂzpm ]k}

(r+D(m+ 1) (r+1) (m+ 1By,
Snn m zz:pm_j’k=nn2 m .

Z Pm— jksm(n k + )

k=t+1

}

j=0 k=0

Son olarak her 0 <u,v < m igin esitlik 4.1. ve esitlik 4.6.’dan asagidaki sonucu

buluruz:

Pl Kon )] = | D 1D ;) Dy (v)

j=0 k=0
< 7T2 ii ! .+1 ! k+1
<— pjksm(m—] —)usm(n— —>v
4uv} = 2 2
= 1
2
S— PUT+ Z pjksin(m—j+z)u
=0+

k=0]j 1

k+1
n— E)U

+
M £
N

Pji Sin

0 lk=7+1

—.
Il

n

m
: AU 1
+ Z Z pjksm(m—]+E>usm(n—k+5>v

j=o+1k=1+1

2

== m (PUT + Al + AZ + A3) (48)

olsun. A; i¢in Abel doniisiimii uygulayip esitlik 4.3.’4, o = [[ﬂ] ve {p;} dizisinin

artmayan oldugunu gz oniine alarak
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k=0 |j=0+1 =0+1 l=0+1
T m
1
< Pmk sm(m—H—E)u
k=0 l=0+1
m-1 J
. 1
+ |A10pjk| sin (m— l +E>u
j=o+1 l=0+1

T

m-—1
T
< 7| Pk + z Pjk — Pj+1k | < Z (0 + 1)Psr1k

k=0 j=o+1 k=0
c T
= T[Z Po+1k = TPy; (4-9)
=0 k=0

a n
A, = Z pjksin(n—k+i>v
j=0lk=1+1
(o2 n
SZ{pJ-n z sin(n—l+§)v
j=0 l=t+1
n-1 k g T
+ Z |A01p1k| z sin(n—l+—)v}£nz Djr+1
k=1+1 l=7+1 j=0k=0
< nP;, (4.10)

olur. A5 i¢in dnce ¢ift Abel doniisiimii diizenleyerek

m n k

1 1
Az = z sin(m—j+5)u z Djik 1 z sin(n—l+§)v
j=o+1 k=1+1 l=7+1
k-1
-1+
sin|n 5)?
l=7+1
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n

m
1 1
< Z pjnsin(m—j+§)u z sin(n—l+§)v

j=o+1 l=7+1
m 1 n-1 k 1
+ z sin(m—j+§)u z Do1Djik Z sin(n—l+§>v
j=o+1 k=t+1 I=t+1
= A31 + A32 (4‘11)

seklinde yazarsak

m j "
Az = Z Djn z Sin(m—h+z)u
j=o+1 h=0+1
Jj-1 n
. 1
— 2 sm(m—h+§)u 2 s1n(n—[+z)v
h=0+1 I=7+1
m n
1 1
< [Pmn Z 51n<m—h+5)u z 51n<n—l+§>v
h=0+1 l=t+1
m—1 j " o
+ z A1oPjn Z Sln(m—h+§)u Z sm(n— l +E>v
j=o+1 h=0c+1 I=7+1
ve
m n—-1 j 1
Az = Z Z Ao1Djik z sin (m—a+§)u
j=o+1k=1+1 a=oc+1
j-1 X
. 1 . 1
- Z 51n<m—a+§)u Zsm(n—l+§>v
a=oc+1 l=7+1
n—1 m k
. 1 _ 1
= Z Ao1Pmk Z Sln(m—a+z)u Z sm(n—l+§>v
k=t+1 a=0+1 l=7+1
m-1 n-1 J k
. 1 _ 1
+ Z Z A11Dji Z Sln(m—a+§)uz sm(n—l+§>v
j=o+1k=1+1 a=o+1 1=7+1

olur. Bu sonuglar esitlik 4.11.’de yerine yazilarak esitlik 4.3.°4 ve {pjk} dizisinin

artmayan olmasini kullanarak
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2

m-1 n-—1 m-1 n-1
T
A3 < E Pmn + Z (pjn - pj+1,n) + z (pmk - pm,k+1) + 2 z |A11pjk|

j=o+1 k=1+1 j=o0+1k=1+1

m-1 n-1
7.[.2

= E Po+1in T Pmr+1 — Pmn T Z Z |A11pjk|
j=0+1k=1+1

elde edilir. Eger Ajipj =0 ise o < % <o+1 ve t< % <7+ 1 oldugunu da

kullanarak

w2 = 2
A3 < E Po+1n + Pmr+1 — Pmn + Z (A01p0+1,k - AOlpmk) < Epa+1,1:+1
k=1t+1

g T
< 772(0- + 1)(T + 1)p0+1,‘r+1 < 77:2 z z pjk = T[ZPO"L'
Jj=0 k=0

bulunur. Eger Ay1pji < 0 ise {pjx} dizisinin artmayan oldugunu da dikkate alarak

T[2 T[Z
A3 < E (2p0+1,n + 2pm,r+1 T men - p0+1,1'+1) < E (3p0+1,‘r+1 b men)

3m?
< — = 3n?P, 4.12
uv pcr+1,1:+1 [Ny ( )

elde edilir. Esitlik 4.12., esitlik 4.10., esitlik 4.9. ve esitlik 4.8.1 birlestirerek

n? 72(1 4+ 21 4 312) P
Prinl Kinn (V)| S 7o Py + Thyy + Py + 3m2P,,) = ( ) For

4 uv

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
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5.AZALMAYAN DiZiLERE KARSILIK GETiRILEN FOURIER SERILERININ
NORLUND TOPLANABILMESI

Bu boliimde calismanin temelini olusturan teoremlerden azalmayan dizilere karsilik
getirilen Fourier serilerinin Norlund toplanabilmesiyle ilgili Teorem3.2’nin ispati

incelenecektir.

Esitlik 2.4.’te tanimlanan Norlund ¢ekirdegi K,,,(u,v) i¢in kullanilan Lemma 4.1.

ispata gegmeden yeniden diizenlenerek asagidaki gibi ifade edilebilir:

(m+1)(n+1) , Yu, v
n+1
0(1)% ) O<u<m,Vv
Knn(u,v)| <4 m+ 1)7,
Knn () 0(1)(174 : 0<v<m,Vu
pmn
0(1) ——— , O<uv<
\ ( )Pmnuzvz wr=r
Agiktir ki burada
n m
1 1
Qmn = P_Z Pmk » Tmn = P_z Pjn (mn=012..)
mn k=0 mn —0
j
olup {pji} azalmayan oldugundan
m+1Dgun=1, (n+Dr,, =1 (5.1)

olur. Gergekten

_ (m+ 1) Y=o Pmk _ 271:0 D=0 Pmk > §'n=o k=0 Pjk

(m+1Dgm, = > 1
m Pmn Pmn Pmn
dir. Ayrica Esitlik 3.1.’den
(m+ 1)Gmn =0Q1) , (n+ Dryp = 0(1) (5.2)

elde edilir. Gergekten

(n+ 1)rmn = (nPLl)Z Pjn < n + 1)men = m ¥ 1)(n ¥ Dbmn =0(1)
mn 4= n =

Pm Pmn

olur. Genelligi kaybetmeden tim m,n=0,1,2,.. i¢in Qun, Tmn <1 oldugu

varsayilmaktadir.

23



Esitlik 2.5. gosterimi ile baslanarak integral asagidaki gibi pargalanir:

2 [t (6, y) — f (0, y)| =

T T
f f Oxy (U, V) Ky (u, v)dudv
00

dmn "mn T"™n dmn w T T

S{f f + ff +f f+ f f}|<pxy(u,v)||Kmn(u,v)|dudv

0 "™mn  AmnTmn

211 +12 +I3 +14 (53)

o
IS
Q
3
]
IS

olsun. Bundan sonra ¢,,, yerine ¢ yazilacaktir.

Lemma 4.1, esitlik 3.2. ve esitlik 5.2.’den

dmn "mn

I = j f 10Cts ) 1Ko (s ) | v < (m + 1)@ + 1) (G o)

0
= (m+ D+ Do(gmnlinn) = 0(1).0(1) = 0(1) (5.4)

elde edilir. Lemma 4.1 tekrar kullanilir ve kismi integrasyon uygulanarak

= Tmn T "mn
lo(u, v)|
I, = f f 10ty V)] Koy (1, ) dudv = 0(1) (1 + 1) Gy ] ] —z dvdu
PR dmn O

T Tmn

1
= 0+ D] [ [ lo(s, v)ldvds
0 0

T 1 urmn
+2 JE jj lo(s,v)|dvds |du
dmn 00

= 0()(n + Dmn ¢><n o) + 2 f PG Ton) g,

dmn
elde edilir. Burada ve ¢alismanin devaminda negatif katsayili terimler ihmal edilecektir.

a= 1/2 olsun. Esitlik 3.2., esitlik 3.4., esitlik 5.1. ve esitlik 5.2.’den

@mn)* -
¢, ) b, T
dmn (@mn)®
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@mn)*

T
o(ur O(r,
= () + Defyun | 0yun) +2 f (u;’m) du +2 f (u’;m) du
dmn (@mn)®

0(Tmn) " O(rmn)>

Gmn  (@mn)*®

= 0+ 1)an <0(rmn) +2

= 00+ D (0Gina) + 0™

mn

=0((n+ 1)anrmn +o()(n+ 1)rmn = l +0(1)
m+1

=o0(1) (5.5)
olur. I,’ye tamamen benzer sekilde @ = 1/ o olmak iizere

dmn

13=0<1)(m+1>rmnf f"”( =3’ 4

Tmn

1 [ & (mn

=0(1)(m+ Dy F‘{b(anr m) + 2 J (l)(qv—g,lj)dv
0(1)
n+1

= 0 (M + Dy <0(qmn) +o (ﬁ’”)) = ——+o()

= 0(1) (5.6)

olur.0<a< 1/2 sartin1 saglayacak sekilde a’y1 sabitleyip Lemma 4.1. uygulanarak

T T
Pmn ] IQD(u;v)l

4 = 0(1)@ ) dvdu
dmn "mn
r m)?*  @mn)% =n I ( )l
Pmn pu,v
ot [T o [T e
dmn T™mn AGmn  ™mn (@mn)® Pmn)®

yazilabilir. I5 i¢in 6nce u’ya gore kismi integrasyon uygulanirsa

1 (rmn)® (Tmn)ad T 5 u
p v
Is = 0(1)ﬂ = f fl(p(s v)|ds + J ) J Ejlq)(s, v)|dsdu
mn mn mn dmn 0
=I51 + Is; (5.8)
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elde edilir. Bu kez v’ye gore kismi integrasyon uygulayarak ve esitlik 3.1., esitlik 3.3.
ve esitlik 5.1.’den

mn)* & (rmn)“

v 1T
e || [ (/]
1)— t — d
0 1 G yea lo(s, O)ldsdt + — lp(s, t)ldsdt | dv
0 0 Tmn 00
“m e v,
— 0(1) pmn ¢(( mn)za )+ ¢( 3 )
mn ( mn) r v
O((m)®) 0@ o(1
_ 0(1)pmn{ (), OC >}= (1)
mn (rmn) rmn m + 1
=0(1) (5.9
olur. Is, i¢in integrasyon sirasini degistirip v’ye gore kismi integrasyon uygulanirsa
T d rmn)“ d u
meL u v
Is, =0(1)— — —
w=owbl (S [ S oG s
dmn Tmn 0
[ 90 En)®) 20( >,
u, (g u,v
- oyPm [ $0 G f f puv)
mn u3(rmn)2a u3 3
dmn dmn T"mn
= Isz1 + Is2 (5.10)
olur. Esitlik 3.1., esitlik 3.2., esitlik 3.4., esitlik 5.1. ve esitlik 5. 2.’den
(@mn)* ( a) ( a’)
u, (; u, (g
Pmn u3(rmn)2a u3(r )za
dmn dmn)®
(@mn)“ 1 T o1
0
= 0(1) pﬂ f #du + f #du
Pmn u (Tmn)a u (Tmn)a
dmn (@mn)®
o(1 o(1
Comlm({ oM 00
Pmn an(rmn) (an) (rmn)
=o(D(n+D* 1+ 0 (m+ 1)?** (n+1)* 1 =0(1) (5.11)
ve
@mn)* rmn)® 7 mn)® 0
o(uv v
1522_0(1)@ f f ( )dd + f J ()
dmn  Tmn @mn)* Tmn
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=0(1) +0(1)(m + 1)2e 1

pmn{ o(1) 4 0(1) } B o(1)
Pmn an rmn rmn (an)za B an rmn (m + 1)(71 + 1)
= 0(1) (5.12)

elde edilir. Esitlik 5.11. ve esitlik 5.12. birlestirilerek Iz, = 0(1), bu sonug ve esitlik
5.9. birlestirilerek

Is = o(1) (5.13)

elde edilir. Tamamen simetrik olarak

(@mn)® @mn)®
Pmn ) 1 du 2dv
o= 0B~ f f|<p(u dlas+ [ = f f|<p(u $)lds
Ppn | T2 u
dmn dmn mn
= 161 + 162 (514)
*m u,m
Iy = 0(1) P ¢>((qmn)2a ) ¢>( ) du
Pmn ( mn) q

y Pmn (0((@mn)¥) , 0(1)] _ 0(1)
=0l { @)™ G } T n+1
= 0(1) (5.15)

Ve integrasyon sirasini degistirip u’ye gore kismi integrasyon uygulanirsa

Vs
a
2
I, = 0(1) Pmn ¢>(§qmn) L f f ¢gu3v) dudv
Pmn v (an) u
mn mn 9mn
= lg21 + l22 (5.16)
olur. Buradan
(Tmn)a ( o ) T ( « )
Iy = 0(1) P ¢ gCImn) ;Z dv + ¢ §an) ;z dv
Pmn r v (qmn) (T a v (an)
1 0o(1
- oLz o) _ (1) y
Pmn rmn(CImn) (rmn) (qmn)

=o(D(m+1D*1+01)(n+ 1)2*1(m+ 1)*1
= o(1) (5.17)

ve
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(rmn)* (@mn)* r  (@mn)“

lozz = (D ™ [ ] 20 fudy + [ 0w

u3v3
mn dmn (mn)® Amn
o(1 0(1
_oqlm{ 2D_, 0w
Pmn an rmn qmn (rmn)

o(1)

T I M+ D+ 1) +0(D)(n+1)**7! = o(1) (5.18)

elde edilir. Esitlik 5.14. — esitlik 5.18. sonug olarak
Ig = 0(1) (5.19)
oldugunu gosterir.
by, , 41
Son olarak esitlik 3.1.’den, @ € Lygyor Ve U € ((@mn)% ™) igin — VE (K%, )

L1 <
i¢in = azalan oldugundan
v

s s
Pmn |(P (u, v)|

17 = 0(1)E U212 dvdu
@mn)* (rmn)*
T T
pmn

=0(1) J J lo(u, v)|dvdu

P ()2 () 2 v

@mn)®* (rmn)®
Pmn® (11, )

=0(1) =0(1)(n+ 1)?** 1 (m+ 1)?* 1!

Pmn (qmn)za (rmn)za
= o(1) (5.20)

elde edilir. Esitlik 5.20., esitlik 5.19., esitlik 5.13., esitlik 5.6. — esitlik 5.4. sonuglari
esitlik 3.5.’1 ispat eder.

28



6. ARTMAYAN DiZILERE KARSILIK GETiRILEN FOURIER SERILERININ
NORLUND TOPLANABILMESI

Bu bdliimde calismanin temelini olusturan teoremlerden bir digeri olan artmayan
dizilere karsilik getirilen Fourier serilerinin Norlund toplanabilmesiyle ilgili

Teorem3.4’1in ispat1 incelenecektir.
Tekrar esitlik 2.5. temsili ile baslanir ve integral esitlik 5.3.’deki gibi parcalanabilir.
Fakat bu kez g,,,,, Ve 1, vi sirasi ile # ve % ile degistirmek gerekmektedir. Karsilik

gelen integraller yine sirasi ile I, I,, I3 ve I, ile gosterilsin.

o= =——|=m+1 . =[]=|-a—|=n+1
N N e

oldugunu dikkate alarak Lemma 4.2., esitlik 3.12. ve esitlik 3.9. *dan

s s
m+in+l
T T
I, = K.
= [ ool < T
0 0
T T (1)
[0}
=(m+1)n+1o mtintl)_
Pa‘c Pm+1,n+1
o(1)
1 6.1
log(m+1)log(n+1) o(1) (6.1)
elde edilir. Tekrar Lemma 4.2. kullanilarak
T
s 0Wn+DT [ lov)P
n-+ u,v
j [ 106u Kt )l dvan = 2252 [ [ gy
Pun u
L0 o _Tt_
m+1
T
m J n¥1
0(1)(n +1) lp(u, v)IPan
— dvdu
Jj=1_T ¢
]+1

T

n+1

j o, v) | dvelu
0

_ 0@+ 1)20 + DBy f

B
mn j=1
J+1
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0(1 h
= %ZO + 1)Pjn (¢j,n+1 - ¢j+1,n+1)
mn =

yazilabilir. Burada ¢, = ¢ (n 7T) olmak iizere

J'n

_n
n+1 1

T m

J+1n¥1
Bimsr — Djainss = f |<o(u,v>|dvdu—f f (1, v) | dvd
0 0 0

T
j
Lf

O\i‘ﬁ O%\Iﬁ
=

lo(w, v)|dvdu
j+1
ve M = 0(1) olmas1 kullanilmistir. Gergekten de {p, } artmayan oldugundan
jn
P: P +Y"_ p. n o pn.
j+1n — jn Zk—0p1+1,k <1+ Zk;lo p}+1,k <2
By By Yk=0Pjk

dir. Buradan

_ o1)(n+1)

Pmn

m
12 P0n¢1,n+1 + z Pjn¢j,n+1
j=1

m
+ Z](Pjn - Pj—1,n)¢j,n+1 —(m+ 1)Pmn¢m+1,n+1
j=1

elde edilir. Burada yine yalnizca pozitif terimler géz oniine alinmaktadir. Esitlik 3.7.,

esitlik 3.9. ve esitlik 3.14.’den

o(1 1 o(1 1

Pmn Pmn

Vs
oMM+ DPoryg 0Py, 0D
BranPin+1 PnnP1n  logmlogn

=0(1) (6.3)

elde edilir. Esitlik 3.7., esitlik 3.9., esitlik 3.12., esitlik 3.14.’den ve j,’in yeterince
bliylik sabit bir tam say1 oldugunu kabul ederek
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0(1)(n +1) Z

mn

m
‘I’l¢j n+1 t z jn¢j,n+1

Jj=Jjo+1

22 =

_ oW+ ipjn()(n%h $ dviza)

jn
Pmn Pl,n+1 Pj,n+1

Jj=1 J=jot+1

0(1) 0(1) 0(1) o(1)

log mlogn logn

= o(1) (6.4)

]]+1

elde edilir. Yine j, yeterince biiyiik sabit bir tam say1, 1 < j <m i¢in Pj,,q = Py

oldugunu dikkate alarak esitlik 3.7., esitlik 3.9., esitlik 3.12. ve esitlik 3.14.’den

123 -

0(D)(n+1) ’ZJ (P = P1-12)0 (551)

Bnn — P1,n+1
j=1

+ i ABa” 1")0(1 n+1)

j=jo+1 ]n+1

IOR o S h-n
Pmnpln = Pmnpln o Jjoin

J=jo+1
0(1)  o(1) 0(1) o) _ (1)
= + (Pmn - jon) = + o(1) +
Pnn  PunPin logmlogn = P, gn
=0(1) (6.5)
elde edilir. Esitlik 6.3. — esitlik 6.5.’den
I, =0(1) (6.6)
olur. Benzer sekilde
Iy =0(1) (6.7)

dir. Gergekten

3=

0(1><m+ 1)"} f o, v)mm 9t Prr
0

_n
n+1



_o@m+1)

Pmn

n
Pm0¢m+1,1 + Z ij¢m+1,j
j=1

+ Zj(ij - Pm,j—1)¢m+1,j - (Tl + 1)Pmn¢m+1,n+1

j=1

dir. Buradan

wp d) _ 0(1)Pm0 _ 0(1) _ 0(1)
mo‘¥Ym+1,1 — = =

Jo (7‘[ T >
o1)(m+1 T
I3Z=L ZP : m+1 _xm+ /. 2 ij ]m

Bnn m+1 1

0(1> 0<1> om Lo _
logmlogn logm 0
" j=To+1
jo . -
0@ (m + 1) | Py = Proy1)0 (5757)
I33 = Z
Fn = Ppi11
T T
n i ](ij m] 1) (jm_-l—l)
j=jo+1 m+1]
o) o(1) 0(1) o(1) _ 1)
=P (Brn = Pmj,) = o(1) +
Pmn Pmanl logm lOgn Pml
=o(1)
olur. Lemma 4.2°den ve I, nin ispatinda kullanilan mantiga benzer olarak
LA [
T m 0(1) m n J El ( )lp
u,v
= f f|<p(u )| K (u, v) | dvdu = ZZ J f % o o
T Finn =1k=1_Tt__T
o 4 ra
m+1n+1 T
LA [
m n ] '3
_o0(m (1+1)(k+1)
P ZZ J f|<.0(u,v)|dvdu
Rtk L
JHLk+
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0 1 m n
= Pr(nn) Z Z(] + 1)(k + 1)ij{¢jk — ik — Djxsr + ¢j+1,k+1}

j=1k=1

elde edilir. Burada

| [1o@oldvau=f |-

_m
JH1k+1 k

%
J}I(p(u, v)|dvdu

°‘?‘|:|
=

+
ey

T T T
j 1 Jj+1 j+1

S

E

1

e (u,v)|dvdu

Ok___\i

oldugu kullanilmigtir. Buradan

0(1) ii(l + 1)k + DPyeyyc — i zn:j(k + DPi_1 kP

j=1k=1 j=1k=1

= > o+ D+ P + 2(1« + DPore

1

==
I

=D DU kB Z(i + D@+ DBy

k=1 j=1

m n
U+ DPdjy + ZZ]kP 1k-1Pjk — ZkPOIc 1P1k

1 j=1k=1

+ Z(m + DkPpi—1Bmerk — ZJ'P]'—LO(le
k=1 Jj=1

L1 EME

-
Il

m
+ ZJ(n + 1)Pj—1,n¢j,n+1 +(m+ 1D+ 1)Pmn¢m+1,n+1

j=1

— (M + DPpodpmir1 — M+ DPpoPmirs + P00¢11}
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_ow

Pmn

m
Pootp11 + (m+ D(n + DPppdmirner + Z[(l + 1P, _ij—l,O](pjl

j=1

S

+ Z[(k + 1Py — kPo,k—1]¢1k
k=1

.[\'43

~
1l
=

[G+ D+ DPy — j(n+ DPi_yu|Pjnss

[(m+ D (k + DPoi — k(m + D Py |Pmr1i

Pz T

> D16+ D0+ DBy = O+ D1 = G+ DBy

k=1

+

~.
1l
oy

+jkPj—1,k—1]¢jk} S gy + gy + Lz + gy +iys (6.8)

yazilabilir. Burada yine yalnizca pozitif terimler dikkate alinmaktadir. f € L,;yorn

oldugundan ve esitlik 3.9.’dan

0(1) 0(1) 0(1)
41 P 00911 P logmlogn o(1) (6.9)
elde edilir. Esitlik 3.12. ve esitlik 3.9.’dan
0(1) 0 (m + D+ Do (717777
142 = (m + 1)(“ + 1)Pmnqu+1,n+1 -
Pmn Pm+1,n+1
o1
) =0(1) (6.10)

- log(m + 1) log(n + 1)

elde edilir. Esitlik 3.6., esitlik 3.13., @ € L5, oldugundan Ve j, yeterince biiyiik sabit

bir tam say1 olmak {izere

0(1)
liae 2 NG+ DB = jPsole
mn =
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-5 Zwﬂ Z Pfo¢n+zf< o7 Hm)n

J=jo+1

m
+ Z J(Pio — Pi—1,0)Pj1

Jj=Jjo+1

0(1) 0(1) i (n> 0<1) i —b- 10)0( )

J=Jjo+1 j=jo+1
o1 o1 o1 o(1)P
__om o 0@ ) 10:0(1)+()m0
logmlogn logn PB,,Pi1 . ’ Pun
Jj=Jjo+1
=0(1) (6.11)

ve tamamen simetrik olarak

n
[(k + Py — kPo,k—1]¢1k

44=
Pm
n k=1

0 1
() Zpok¢1k+ Z Pok¢1k+zk(P0k Poje-1)P1i

] k0+1

n
+ Z k(Pox — Pok-1)P1k

j=k0+1

0(1)Pon

0(1) o(1) 0()
= + +
logmlogn logm By,

n
Z Por — Pox—1 =0(1) +

P
j=k0+1 mn

= o(1) (6.12)

elde edilir.

k-1
P =Py — Pig—q1 + Pj_q - 1—ijt ijtzpjk
= t=0

oldugunu dikkate alarak

n

o)<
s = ( )ZZ (] + Dk + DPy —jlk + DPi_gp — (G + DkPj_q

P
mn =1 k=1

+ jkPi_1k-1]Pjk
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= OP,(,;) izn:jkpjk djx + izn:l( Pic — Piovi)jic + ii k(P — Pik-1) Djx

]
= I + 1452 + 1453 + 1454 (613)

olsun. j, ve k, yeterince biiyiik sayilar olmak tizere esitlik 3.7., esitlik 3.9., esitlik 3.12.
— esitlik 3.14.’den

451 = 0(1) ZZ]kpij"]k"‘z z jkpji ¢ji + i ZJkp]kd)]k

j=1k= j=1k=ko+1 j=Jjo+1 k=1

m n
gk z z JkpjK ®jk

j=j0+1 k=k0+1

o 0(1) Z jkpi0 (5 0(1) Z zﬂw;kO 5)

Pm” Vv e ik j=jot+1k=
0(1) z zn: Jkpjro (] k) 0(1) "
0
" jZjo+1 k=ko+1 Pit ~ logmlogn
- (6.14)

olur. Esitlik 3.6. — esitlik 3.9. ve esitlik 3.12. — esitlik 3.14.”t kullanarak

ko o n
Iys, = 0(1) Z Z](ij Pi_yx)Pjk +]Z: Z J(Pix = Pi—1i) P

j=1k= J=1 k=ko+1
m ko m n
+ Z Z]'(ij - Pj—1,k)¢jk + Z Z ]'(ij - Pj—1,k)¢jk
J=jot+1k=1 Jj=jo+1 k=ko+1
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_ow 01~ Zn: j(Pac = Pie1i)0 (%)

Pk

P
mn Bnn =1 k=ko+1

~Pi-1x)0 (5
0(1) z z - (])

" j=jo+1k=1 g

0(1) z Zn: B- 1")0(71”12)

P.
] =jo+1 k=kgo+1 Jk

m ko
o 0(1) 0(1) Pk
B logmlogn Pon jz;kZHkPlk Poun j=er1kz=1Pf1
0(1) Z Z (,k P 1) oW , oM

1
kP = ol )+logm logmlogn

j jo+1k k0+1

= o(1) (6.15)

elde edilir. Burada ve devaminda j, ve k yeterince biiyiik sayilardir. Simetrik olarak

Jo n
Iys3 = Or(nln) Z z k( ik — Pj,k—1)¢jk + Z z k(ij - Pj,k—1)¢jk

] 1k= j=1k=k0+1
m Ko m n
+ Z zk(ij—Pj,k—l)@ka z z k(Pik = Pi-1)djx
Jj=jo+1k=1 j=jo+1 k=ko+1
0(1 0(1
=o0(1) + ( ) ) =0(1) (6.16)

logn log mlogn

elde edilir. Son olarak esitlik 3.6. — esitlik 3.9. ve esitlik 3.12. — esitlik 3.14.74
kullanarak

ko m
Iys4 = O;n) Z Pijx + Z Z Pdjr + Z Z P
j=1k=

j=1k=ko+1 j=jo+1k=

+ i i Pidji

j=j0+1 k=k0+1
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n

0(1) 0,(:2 z P;k0 OT(;) z ZPJkOO

Jj=1k=ko+1 Jj=jo+1 k=1
o1 o(1 o) oQ@
()Z Z ( _ 0@ +()+()+0(1)
~ logmlogn logm logn

] ]0+1k k0+1
= o(1) (6.17)

elde edilir. Esitlik 6.13. — esitlik 6.17. birlestirilerek I,5 = 0(1), bu sonug ile esitlik 6.8.
— esitlik 6.12. birlestirilerek I, = o(1) elde edilir. Boylece ispat biter.
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7.SONUC

Bu tez ¢alismasinda, katli Norlund matrislerinin oldukca genis siiflari ile katli Fourier

serilerinin herhangi bir noktada toplanabilmesi i¢in yeterli kosullar incelenmistir.

Genel olarak, ispati incelenen teoremler B.E. Rhoades ve Moricz tarafindan literatiire
kazandirlmistir. Ispat1 incelenen bu teoremler, Y.S. Chow, K.N. Mishra ve P.L.
Sharma’nin ilgili ¢caligmalarinin énemli Glgiide genellemeleri oldugu sonucunu ortaya

¢ikarmustr.

Fourier serilerinin toplanabilme teorisindeki hassasiyeti, ispati incelenen teoremler ve
sonuclar yardimiyla belirlenmistir. Calismada 6nemli bir rol alan Norlund ¢ekirdeginin

olusturulma sartlari1 ayrintili bir sekilde arastirilmistir.

Negatif olmayan ve artmayan cift bir diziye karsilik getirilen katli Fourier serilerinin
katli Norlund toplanabilir olmasi ile ilgili bir teoremin ispati incelenmistir. Bu teoremin
ispatinda kullanilan teknikler yardimiyla negatif olmayan ve azalmayan gift bir diziye
karsilik getirilen Fourier serilerinin Norlund toplanabilir olmasi ile ilgili bir teoremin

ispat1 aragtirilmistir.

Calismada ¢ift diziler {izerine konulan pozitiflik ve monotonluk sartlarinin
kaldirilamayacagi sonucuna ulasilmistir. Katli integrallerin ve dolayisiyla Lebesgue
anlaminda integrallenebilen fonksiyonlar smifinin teoremlerin ispatindaki 6nemi ve
kullanilmasi aragtirilmigtir. Cift dizilerin ileri fark ve geri fark seklinde olusturulan
farkli tilirlerinin teoremlerdeki hipotezlerle iliskileri gozlemlenmistir. Lebesgue
anlaminda integrallenebilen fonksiyonlar sinifi ile 6zel bir katli Norlund toplanabilme
metodu olan (C, 1,1) toplanabilme arasindaki iligkiler ile ilgili sonuglar ifade edilmistir.
Ayrica, Double Abel doniisiimii, sinirlilik ve sifir dizisi kavramlarinin calismaya katmis

oldugu islevsellikler farkli sekillerde belirlenmistir.

Bu calismanin kattig1 bilgi ve beceri sonucunda pozitif ¢ift dizilere konulacak belli
sartlarla katli Fourier serilerinin Norlund veya Norlund tipi toplanabilmesiyle ilgili

literatiirde olmayan bir ¢alisma yapma beklentisi sonucuna ulasilmistir.
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