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kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin analitik tam tek dalga ¢oziimlerini elde etmek igin
uygulanir. Bu tarz denklemlerin ¢oklu soliton ¢oziimlerini elde etmek i¢in kullanilan ve R.
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ONSOZ

Lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin soliton ¢oziimlerinin analitik
olarak elde edilmesi uygulamali matematigin énemli konularindan biri olmustur. Dogadaki
farkli fiziksel olaylarin modellenmesiyle olusturulan kismi tiirevli diferansiyel
denklemlerin analitik ¢6ziimlerinin elde edilmesini saglayan yontemler bilim insanlarinin

stirekli ilgisini ¢geken konular arasindadir.

Bu caligmada kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin tam ¢o6ziimlerinin elde edilmesini
saglayan dinamik yontemlerden birisi olan Hirota-bilineer yontemi ele alindi. 1971 yilinda
literatiire kazandirilan bu yontem giliniimiizde hala kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin

soliton ¢6ziimlerinin bulunmasi i¢in kullanilmaktadir.
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1. GIRIS

Yasarken karsilagtigimiz farkli olaylarin belli bir kurallarin sonucunda olustugunu
gozlemlemek zor degildir. Karsilasilan her bir olayin daha iyi anlasilmasi i¢in insanoglu
bunlar1 ortaya koydugu yasalar ile anlasilir kilmigtir. Ortaya konulan bu yasalar i¢in uzun
yillardan bu yana ¢alismalar yapilmis ve bilim insanlar1 bu yasalarin gelistirilmesine katki
saglamiglardir. Genellikle yasam bilimleri ve miihendislik bilimlerinde karsilasilan bu
yasalar fiziksel fenomenler olarak agiklanabilir. Fiziksel fenomenlerin matematiksel
modeller araciligiyla incelenmesi, hem teorik hem de uygulamali bilimlerde temel bir
unsurdur. Diferansiyel denklemler teorisinin temelleri fiziksel olaylarin modellenmesine
dayanir. Bu modeller ise adi ve kismi diferansiyel denklem ile denklem sistemleriyle
belirtilir. Bu nedenle bdyle bir modelin analitik ve yaklasik ¢oziimlerini bilmek modelin

belirttigi fiziksel olay1 daha iyi anlamak ve yorumlamak agisindan 6nemlidir.

Kimya, fizik, miihendislik gibi bircok uygulamali bilim alanlarinda kargimiza ¢ikan
problemlerin modellenmesiyle genellikle lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel
denklemler elde edilir. Bu sebeple lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemlerinin
analitik ¢oziimlerinin elde edilmesi biiyilk onem arz eder. Analitik ¢oziimlerin elde
edilmesini saglayan teorilerin gelistirilmesi sonucunda denklemlerin tam ¢oztimleri elde
edilmigtir. Bu gelistirilen analitik ¢6ziim yontemleriyle meydana gelen fiziksel

fenomenlerin daha iyi anlagilmasi saglanmustir.

Bu fiziksel olaylarin dogrusal olmayan optik, biyoloji, kat1 hal fizigi, deniz bilimi
vb. gibi birgok doga biliminde genis uygulamalari bulunur. Bunlara i1sinin zamanla
yayilmasi, uydularin konumlanmasi, roketleri atmosfer disi hareketleri, sig ve derin
sulardaki dalga hareketleri, bir DNA’nin yapisindaki bozulma sonucu olusan
mutasyonlariin tespiti ve bir maddenin parcalanmasiyla olusan radyoaktif bozulmay1
verebiliriz. Ele alinan problemler genellikle lineer olmadigindan modellemeler sonucunda
lineer olmayan denklemler elde edilmektedir. Bu modellemelerle olusan diferansiyel
denklemlerin analitik veya tam c¢oziimleri(kapali formlari) ile niimerik ¢oziimleri elde
edilmeye calisilir. Lineer olmayan ile lineer denklemlerin ¢6ziim yontemleri farklidir.
Lineer denklemler igin gecerli olan ist iiste bindirme kurali yani; herhangi iki farkli
¢ozlimiin birlesimi de bir ¢6ziim meydana getirirken, lineer olmayan denklemler i¢in bu

kural gegerli degildir. Bu sebeple lineer olmayan diferansiyel denklemlerin ¢6ziimlerinin



integre edilip edilmeyecegi ile siniflandirilmasi uygulanacak yontemler agisindan oldukga

Onemlidir.

Literatiirdeki dnerilen yontemler sayesinde analitik ¢oziimlerinin bulunmasi ve elde
edilen ¢oztimlerin fiziksel 6zelliklerinin anlasilmasi Onemlidir. Ayrica uygulanan
analitik(tam) ¢oztim yontemleri sonucunda farkli ¢6ziimler bulunabileceginden bu
¢ozlimlerin siniflandirilmas1 da onemlidir. Bu sebeple uygulamali matematik bilim
dalindaki bilim insanlar1 analitik ve niimerik ¢6ziim ydntemlerinin gelistirilmesine katki
saglamaktadir. Bir¢cok arastirmaci lineer olmayan diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiine
katki saglayan farkli yontemler gelistirdiler. Gelistirilen bu yontemler sayesinde elde
edilen ¢ozlimler, ele alinan problemlerin mekanizmalarinin anlagilmasi ve yorumlanmasi

katki saglamaktadir.

Ayrica zamana gore tirevi igeren lineer olmayan diferansiyel denklemlerin
integrallenebilirligi Onerilen yontemler agisindan onemlidir. Bu sebeple bu tarz
denklemlerin ¢oziimleri veren genel bir yontem yoktur. Direkt ve dolayli yontemler
sayesinde son yillarda bu tarz denklemlerin ¢oziilebilmesi miimkiin olmaktadir. Onerilen
yontemler igerisinde soliton teorisindeki dalga kavrami 6nemli rol oynar. Ayrica herhangi
bir ¢oziime sahip olmayan bu tarz denklemlerin niimerik ¢6ziimleriyle hareketli dalga

(tam) ¢oztimlerinin arastirilmasi dnemlidir.

Soliton teorisindeki dalga kavrami; belirli bir alanda belli bir hiz ile hareket eden ve
herhangi bir zamansal degisime yol agmayan bir doga olayina karsilik gelir. Farkli
cesitlerde dalgalar bulunmaktadir. Sabit hizla ilerlerken kendi seklini koruyabilen dalgalara
tek dalga(soliton) adi verilir. Solitonlar etkilere maruz birakilsalar bile kendi 6zelliklerini
korurlar. Soliton teorisinin genis bir uygulama alani olmasindan dolayi, lineer olmayan
diferansiyel denklemlerin hareketli dalga (tam) coziimlerinin elde edilmesini saglayan
direkt ve dolayli yontemler bilim insanlar1 tarafindan literatiire kazandirilmistir.
Gelistirilen bu yeni yontemler ile yeni ¢dziim fonksiyonlarmin belirlenmesi Sayesinde
farkli fiziksel fenomenlerin anlasilmast miimkiin hale gelmistir. Bu nedenle denklemlerin
direkt yontemler kullanilarak ¢6ziilebilmesine olanak saglanmasi dalga modeli agisindan
da onemlidir. Boylece elde edilen hareketli dalga ¢esitlerinin soliton teorisindeki
karsiliklarinin belirlenmesi ve bunlarin uygulamalardaki karsiliklarinin ortaya ¢ikarilmasi
Oonem arz eder. Bu yiizden son yillarda bu tarz denklem ve sistemlerin yaklasik ve analitik

¢Oziimlerini bulmak i¢in pek ¢ok direkt yontemler gelistirilmistir. Bu direkt yontemlerden



en 6nemlileri Hirota'nin direkt(bilineer) yontemi (Hirota, 1971; Hirota, 1973; Hirota, 1982;
Hirota, 2004; Hietarinta, 1987; Hietarinta, 1997; Hietarinta, 2005), Rosales'in pertiirbasyon
yontemi (Rosales, 1978), Hereman’in gergek iistel yaklasimi (Hereman vd., 1986),
Frobenius yontemi (Ma vd., 2007), Faz uzay1 analizi: Liapunov (Kalman ve Bertram,
1960) verilebilir.

Hareketli dalga (tam) ¢6ziim yontemlerine Hirota’nin bilinear doniisiim ydntemi
(Hirota, 1971; Hirota, 1973; Hirota, 1982; Hirota, 2004; Hietarinta, 1987; Hietarinta, 1997,
Hietarinta, 2005), iistel fonksiyon yontemi (He ve Wu, 2006; Zhang, 2007; Zhu, 2007),
coklu tistel fonksiyon yontemi (Wan vd., 2020; Ma ve Zhu, 2012), tanh fonksiyon yontemi
(Malfliet ve Hereman, 1996; Malfliet, 2004), (G'/G)- agilim yontemi (Akbar vd., 2013),

gelistirilmis (G'/G)-acilim yontemi (Guo ve Zhou, 2010), deneme denklem yontemi (Liu,

2006; Giirefe vd., 2011), genisletilmis deneme denklem yontemi (Pandir vd., 2012; Giirefe
vd., 2013;), ¢oklu genisletilmis deneme denklem yontemi (Pandir vd., 2013), Kudryashov
yontemi (Kudryashov, 2012; Lee ve Sakthivel, 2013), modifiye edilmis Kudryashov
yontemi (Tandogan vd., 2013), genellestirilmis Kudryashov yontemi (Pandir, 2016; Pandir
vd., 2015), ilk integral yontemi (Abbasbandy, 2010), Weierstrass eliptik fonksiyon agilim
yontemi (Lia vd., 2008), Jakobi eliptik fonksiyon yontemi (Fu vd., 2001; Shen, 2003), ve
genellestirilmis F -agilim yontemi (Pandir ve Turhan, 2017; Pandir, 2017) gibi yontemler
ornek olarak verilebilir. Bu analitik yontemlerden sadece Hirota bilineer yontemi lineer
olmayan kismi tlirevli diferansiyel denklemlerin multi(¢coklu) soliton ¢dziimlerini bulmak

i¢in kullanilmaktadir.

Ryogo Hirota 1971 yilinda, sonradan Hirota bilineer yontem olarak adlandirilacak,
integrallenebilen lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin ¢oklu soliton
¢dziimlerinin elde edilebilecegi bir yontem onerdi (Hirota, 1971). Onerilen bu yéntem
lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlere bagimli degisken doniisiimii uygulayarak
bilineer forma doniistiiriip ¢6zmeyi amaclamaktadir. Yontemi uygulamasinda ilk 6nce
denklemin yapisina uyan bir bagimli degisken doniisiimii se¢ilmelidir. Secilen bu
dontisiim her denklem icin farkli olacagindan secimi ¢ok kolay degildir. Denklemi bilineer
hale getirmek igin ise 6zel bir tiirev operatorii olan Hirota D-tiirev operatorii kullanilir. Bu
tirev operatorii denklemi bu operatorler cinsinden polinom seklinde yazilmasimi
saglamaktadir. Bilineer hale gelen denkleme pertiirbasyon teknigi uygulanarak, denklemin

multi(¢coklu) soliton ¢oziimleri bulunur (Hirota, 1971). Hirota tarafindan Onerilen bu
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yontem sonraki zamanlarda birgok denklemin c¢oklu soliton ¢oziimlerini bulmak icin
kullanilmistir (Hietarinta, 1987; Hietarinta, 1997; Hietarinta, 2005). Hirota’nin literatiire
kazandirdig1 bu etkin yontemin ilerki yillarda farkli versiyonlar1 bilim insanlar tarafindan

Onerilermistir. (Hereman ve Nuseir, 1997; Ma vd., 2010).

Willy Hereman ve Amenia Nuseir 1997 yilinda sadelestirilmis Hirota metodu
olarak adlandirilan ve bilineer yapilara gereksinim olmadan denklemlerin ¢oklu soliton
¢Oziimlerinin bulunabilecegini gosterdiler (Hereman ve Nuseir, 1997). Hereman ve
Nuseir’in  Onerdikleri yontem ile bilineer hale doniistirmeden yada donlismeyen
denklemlerin ¢éziimlerini elde ettiler. Ele aldiklar1 denklemler ise konveksiyon terimini
barindiran ve barindirmayan Fischer denklemleri olup, ayrica bu denklemler integrali
almamayan denklemlerdir. Buradan elde ettikleri ¢ozlimler ise hareketli dalga ¢oziimleri

olup, ¢oklu soliton ¢oziimleri degildir.

Bu tez calismasinda, Hirota bilineer yonteminin incelenmesi yapilarak, lineer
olmayan kismi tiirevli denklemlere uygulamalari verilmistir. Ryogo Hirota’nin literatiire
sundugu Hirota bilineer yontemi ifade edilmis, daha sonra ise bu yontemin diger direkt
yontemler ile karsilagtirilmast belirtilmistir. Ayrica Hirota bilineer yonteminin diger
gelistirilen versiyonlar1 da incelenmis ve bu yontem ile farkli olan yanlari ifade edilmistir.
Hirota bilineer yontemi sirasiyla (3+1)-boyutlu genellestirilmis KP denklemine ve (3+1)-
boyutlu soliton denklemine uygulanmistir. Hirota bilineer yonteminde kullanilacak
bagimli degisken doniisiimiiniin yapisinin tespiti ve elde edilen doniisiime gore denklemin
bilineer hale getirilmesi detayli bir sekilde ifade edilmistir. Daha sonra ¢oklu soliton
¢ozlimlerini elde etmek i¢in hazirlanan algoritmalara gére meydana getirilen kodlar
Mathematica 10 paket programiyla yazilmistir. Ayrica ele aldigimiz denklemlerin paket
program yardimiyla hesaplanan ¢oziimlerinin kontrolii yapilmistir ve denklemlerin
literatiirde yer alan ve yer almayan 1-soliton, 2-soliton ve ¢oklu soliton ¢oziimleri ifade
edilmistir. Bulunan 1-soliton, 2-soliton ve ¢oklu soliton ¢oziimlerinin fiziksel

davraniglarinin daha iyi agiklanabilmesi adina iki ve ti¢ boyutlu grafikleri ¢izilmistir.

Tezin ikinci bolimiinde ele alinacak kismi tiirevli denklemlerin genel bilgileri,
tanimlariyla bu denklemlerin ¢éziimlerinden elde edilen 1-soliton, 2-soliton ve coklu
soliton ¢esitlerinden ayrintili olarak bahsedilmistir. Uciincii boliimiinde ise Hirota bilineer
yontemi ve bu yontemin diger yontemlerle karsilastirilmasi ayrintili olarak verilmistir.

Dordiincti boliimde Hirota bilineer yontemi sirasiyla (3+1)-boyutlu genellestirilmis KP



denklemine ve (3+1)-boyutlu soliton denklemine uygulanmistir. Sonu¢ boliimde Hirota
bilineer yontemine gore elde edilen 1-soliton, 2-soliton ve ¢oklu soliton ¢oziimlerin farkli
soliton ¢oziimler olup olmadiginin ele alinan denklemlerin diger yontemlerle elde edilen
¢oziimlerle karsilastirilmasi ifade edilmistir. Ayrica elde edilen soliton ¢6ziimlerin fiziksel

davraniglar1 hakkinda literatiire gére degerlendirme yapilmustir.



2. GENEL BILGILER

Dogadaki fiziksel fenomenleri anlamamiza olanak saglayan ve matematiksel
argiimanlarin kullanilarak bunlarin modellemesi yapilabilmektedir. Bu modellemeyle
meydana gelen diferansiyel denklemlerin ¢dziimlerinin bulunmasi bu fiziksel fenomenlerin
anlagilmasini  kolaylastirmaktadir. Tezin bu bolimiinde ilerleyen bdliimlerde
kullanacagimiz kavramlarinin anlasilmasini saglayacak bazi kismi tiirevli denklemler ile
bunlarin ¢ozlimlerinde karsilagtigimiz soliton ve tiirleri hakkinda temel tanimlar ve

ozellikleri ayrintili olarak verilmistir.

2.1. Lineer Olmayan Kismi Tiirevli Diferansiyel Denklemler
Kismi tiirevli diferansiyel denklem, x, vy, z,...,t bagimsiz degiskenler ve bilinmeyen

fonksiyon ¢ = go(X, Y, Z,...,t) olmak iizere

@(Xa y,Za‘”,t,(0,(0X,§0y1(/7z1"‘,@t,¢7XX,§DW1(DZZ,"',¢7H1"'):O (21)

seklinde ifade edilir. Burada yer alan kismi tiirevler sirasiyla

op op op op
Sk iy =, @, =—", 0 =— 2.2
=2 P o P=— A= (2.2)
o’ o’ o’p g
¢xx = axz 1 gDyy = 21 ¢zz = azz ! q)tt = atz (23)

seklinde tanimlanir. (2.1) denklemi ile verilen kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin
mertebe, lineerlik gibi farkli siniflandirmalar1 bulunur. Bir denklemde yer alan en yiiksek
mertebeden tiirev iceren terimin lineer olmasi durumunda denkleme yari lineer; eger
denklem yer alan en yiiksek mertebeden tiirevli terimlerin katsayilari sadece bagimsiz
degiskene ait ise, denkleme hemen hemen lineer denir. Bu tamimlara bakildiginda yari
lineer denklem hemen hemen lineer denklemi, hemen hemen lineer denklem ise yari lineer
denklemi icermektedir. Bilinmeyen fonksiyon ve onun tiirevlerinin katsayilar1 gore sabitse
denkleme sabit katsayili, degisken katsayili ise degisken katsayli ve kompleks katsayili ise
de kompleks katsayili denklem olarak smiflandirma yapilabilir. Ayrica denklemleri
yapilarina gorede siniflandirabiliriz. Tkinci mertebeden sabit katsayili hemen hemen lineer

bir kismi tiirevli diferansiyel denklemin genel halini

A(X,Y)@y+2B(XY) @, +C(X,Y)p, +F (x, Y, 0, gox,(py) =0 (2.4)



olarak kabul edelim. Burada A,B ve C herhangi bir diizlemin ® bolgesinde siirekli
tiirevlenebilen ve {i¢iiniin de ayn1 zamanda sifirdan farkli oldugunu kabul edelim. Buradan

delta fonksiyonunu A(x,y)=B?*(x,y)—4A(x,y)C(x,y) seklinde tanimlayalim. Eger
A(x,y)>0 ise (2.4) denklemine hiperbolik, A(x,y)=0 ise parabolik ve A(x,y)<O0 ise,

eliptik denklem olarak denir. (Cagliyan ve Celebi, 2010). Homogen olmayan dalga
denklemi

Uy —C%U, =G (X,1) (2.5)
hiperbolik tip denkleme, homogen olmayan 1s1 denklemi

u, —ku,, =H(xt) (2.6)
parabolik tip denkleme, iki boyutlu Poisson denklemi

Uy +U,, =7(X,Y) (2.7)

eliptik tip denkleme 6rnek olarak verebiliriz.

Eliptik tip denklemler; tanimlandiklar1 bolgede potansiyel olarak adlandirilan
blytikligliin degisimini (sikhig1) ifade ederler. Buradaki tanimlanan potansiyele 6rnek

olarak sicaklik ve basing verilebilir.

Parabolik tip denklemler ise tanimlanan potansiyelin farkli durumlarindaki
biiyiikliigiin elde edecegi son degerleri ifade eder. Zamanla degisim gdsteren bagil 1s1 ve

madde yayilmasi problemleri bu duruma 6rnek olarak verilebilir.

Hiperbolik tip denklemler ise zamana bagl olmak fizere; bir ortamin igerisinde
yayilmayi(dalganin) veya titresimleri ifade eder. Doga bilimleri ve miihendislik alanlarinda
genellik dalga denklemi olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Bunlara 6rnek olarak salinim yapan
bir yayi, deprem esnasinda yapilarda olgiimlenen titresimleri, jel kivamindaki bir sivinin
icinde asil1 halde bulunan taneciklerin olusturdugu hareketi verebiliriz. Dalga denkleminin
en c¢ok goriildiigli alanlar akustik, optik, ses yayilmasi, aerodinamik ve atom fizigi

verilebilir.

Lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin genel ¢6ziimlerini
bulabilmek her zaman miimkiin olmayabilir. Lagrange-Charpit yontemi birinci mertebeden
lineer olmayan kismi tiirevli denklemlerin genel ¢oziimleri bulmaya yarayan bir yontemdir.

Denklemlerin genel ¢6ziimiinii bulabilmek i¢in uygulanacak yontemlerin belirlenmesi i¢in
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denklemlerde yer alan bagimsiz degiskenlerin sayisi ile denklemin mertebesi oldukg¢a
onemlidir. Bu sebeplerden dolay1 denklemin ya tek ¢6ziimii, ya sonsuz ¢oziimii ya da hig
¢ozlimili olmayabilir. Bazen ise biitiin ¢oziimlerin kapsanmadigi, parametreli veya genel

¢Oziimlerden elde edilemeyen aykir1 ¢oziimler bulunabilir.

Yiiksek mertebeden lineer olmayan denklemlerin genel ¢oziimiiniin bulunmasini
saglayan genel bir yontem bulunmamaktadir. Bu sebeple herhangi bir ¢6zliimiin denklemi
saglamasi durumunda bu tarz ¢Oziimlere tam ¢oOziimler denilmektedir. Literatiirde
incelendiginde bu tam ¢oziimlerin elde edilmesini saglayan pek ¢ok yontem oldugu
goriiliir. Tam ¢oziim yontemlerinin hepsi hareketli dalga doniisiimii uygulayarak, lineer
olmayan kismi diferansiyel denklemleri lineer olmayan adi diferansiyel denklemlere
doniistiirmeye dayanmaktadir. Uygulanan yontemlerle soliton, kompakton, Kkink ve
periyodik ¢oziimler gibi adlandirilan tam ¢oziimler bulunmaktadir. Bu ¢6ziimlerin hepsini

veren genel ve tek bir yontem bulunmamaktadir (D6nmez, 2020).

2.2. Soliton Kavram ve Cesitleri

Siklikla fen bilimlerinde karsimiza ¢ikan dalga, boslukta veya herhangi bir ortamda
yayilan ve genellikle enerjinin tasinmasina izin veren titresimler olarak tanimlanir. Sabit
bir konumda olusan titresimler ile meydana gelirler ve zaman igerisinde belli bir ortamda
ilerleyip bir dalga modelini meydana getiren denklemi olustururlar. Dalgalara 6rnek olarak
su yiizeyindeKi riizgar ile olusan yiizey dalgalari, deprem sonrasinda denizde olusan uzun
periyotlu dalgalar ve ses dalgalar1 verilebilir. Dalgalarin mekaniksel dalgalar ve
elektromanyetik dalgalar olmak iizere iki ¢esidi bulunur. Mekanik dalgalar belli bir
ortamda deformasyona maruz kalir iken, elektromanyetik dalgalar ise herhangi bir ortama
thtiyag duymadan yayilirlar. Mekanik dalgalara ornek olarak hava molekiillerinin
carpigmasiyla yayilan ses dalgalar1 verilebilir. Elektromanyetik dalgalara 6rnek ise yiikli

parcaciklarin meydana getirdigi manyetik alanlarda olusan radyo dalgalar verilebilir.

Titresimlerin olusturdugu dalga sabit bir frekansla ve kendisinin boyuna bagh
olarak hareket yapar. Frekans, dalga boyu ve genlik herhangi bir dalganin karakteristigini
belirler. Genlik salinimin siddetini, frekans salinmmin sikligini ve dalga boyu ise dalganin
iki tepesi veya iki ¢ukuru arasindaki mesafeyi gosterir. Periyodik ve periyodik olmayan
dalgalar seklinde dalga hareketi siniflandirilir. Bir kemanin ¢ikardigi nota sesine periyodik
dalgaya ani bir patlamayla meydana gelen ses de periyodik olmayan dalgaya 6rnek olarak
verilebilir (Hirota, 2004).



Dalgalar1 duran ve hareketli dalgalar olmak tizere de smiflandirilabilir.
Pozisyonlarini degistirmeyen, ortamin hareketine ters hareket eden ve durgun bir ortamda
bile ters yonlii hareket eden iki dalganin etkilesmesiyle meydana gelen dalgalar duran
dalgalar denir. Belli bir ortamda sadece enerjinin bir noktadan diger bir noktaya yayilmasi
ile olusan dalgalara hareketli dalgalar adi verilir. Hareketli dalgalarda frekans ile dalga
boyu ters orantili olup, dalga boyu azalirken frekans artmaktadir. Dalganin hizin1 V ,

dalganin boyunu A ve dalganin frekansini f ile gosterirsek,
v="FA (2.8)
ifadesi yazilir.

Sekil ve hizim1 degismeden koruyup, kendisini gii¢lendirerek yayilan lineer
olmayan dalgalara soliton(tekil dalgalar) adi wverilir. Herhangi bir etkiye maruz
kaldiklarinda veya birbirleriyle carpistiklarinda mevcut o6zelliklerini koruyabilirler.
Solitonlar lineer olmayan fiziksel olaylarin modellenmesiyle olusturulan denklemlerin
¢oziimleriyle elde edilirler. Ornegin miknatislardaki manyetik hareketlerde, plazma
fiziginde, norobiyolojide ndron sinyallerinde ve optik 1sinlarinin  ilerlemesinde
karsilagtigimiz solitonlar gelisen teknolojiyle birlikte kendisine farkli uygulama alanlar
bulmaktadir. Solitonlar uzun mesafelerde bile tasinabildigi i¢in fiber optikte normal dalga
yerine kullanilabilirler. Boylece, tagiman sinyallerde kayip olmadan biiyiik miktarda bilgi
istenilen yere tasinabilecektir. Ayrica, fiber optikler boyunca Kkarsilasan solitonlar
carpigsalar bile birbirlerini etkilenmemekte ve sinyallerin her iki yonde iletilebilmesi
saglanmaktadir. Bu sayede sinyaller istenilen yere yere orijinal durumlarinda ve istenildigi

oranda ulastirilabilmektedir.

1834 yilinda Scott Russell tarafindan ilk kez solitary(tekil) dalgalar
gbzlemlenmistir. Daha sonra bu gozlem laboratuvar ortaminda bir kez daha bu dalgalari
tekrardan gérmek i¢in deneysel olarak yapilmistir. Bu deney i¢in su tanklar1 olusturmus, su
tanklariin uglarina agirlik birakilarak tekil dalgalari ve onlarin &zellikleri detayli bir
sekilde gozlemlenmistir. (Hirota, 2004). Yapilan deneyler sonucunda herhangi bir
ortamdaki solitonun dalga hizin1 v, dalgasinin genligini 7, derinligini h ve yer ¢ekimini
g ile gosterilirse

v=9(¢+h) 2.9)



olarak ifade edilir.

Tialga boym

Eir s almms

Frakans: Hirim samamlaki sahnenlamn caym

Sekil 2.1. Bir dalga kavrami

Farkli genliklere sahip olan iki tekil dalga birbirleriyle ¢arpistiktan sonra birlesen
iki tekil dalga birbirlerinden ayrilarak asili koruyarak birlesmeden kendi hareketlerine
devam ederler. Ayrica yapilan deneyler sonucunda meydana gelen dalgalarin lineer
olmayan bir davranis gosterdikleri gozlemlenmistir (Hirota, 2004). Farkli iki normal dalga
ise birbirleriyle garpistiktan sonra ya diizlesirler ya da dikleserek soniimlii bir hale gelirler.
Russell’in yaptig1 deneyler ve elde ettigi sonuglar herhangi bir teoriyle birlestirilmemis ve
deneysel sonuglar lineer olmayan bir denklemin ¢6ziimiine karsilik olarak belirtilmemistir.
Ilerleyen yillarda birgok bilim insan1 Russell’in elde ettigi sonuglara karsilik gelecek bir

probleminin ¢6ziimiinde tekil dalga kavramini detayli olarak arastirdilar.

1895 yilinda Hollandali matematik¢i Korteweg ve Ogrencisi de Vries sonradan

KdV denklemi olarak adlandirilacak
@, — 600, + @ =0 (2.10)
denkleminin ¢6ziimii elde ettiler. 7 dalga sayisin1 gostermek tizere,
o(x.t)=rSech? (n(x—vt)), v=20=4n’ (2.11)

seklindeki ¢oziimiin bir tekil dalgaya karsilik geldigini ispatladilar (Hirota, 2004). Béylece
Russell’in s1g sularda gozlemledigi dalgalarin siirekli olarak yayilmasini agiklayan model
KdV denkleminin ¢oziimiiyle anlam kazanmistir. Bu denklemin ¢6ziimiine karsilik gelen
dalga yapilarinin kararli olup olmadig: ile ilgili arastirmalar yapilmis ve iki solitary

dalganin birlesmesiyle bi¢imlerindeki degisimler belirlenmeye calisilmistir.

1965 yilinda Kruskal ve Zabusky KdV denkleminin niimerik bir ¢6ziim yontemi

olan sonlu farklar yontemiyle niimerik ¢6ziimlerini incelediklerinde hakikaten iki dalganin
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carpismasi sonrasinda yapilarini koruduklarimi gézlemlediler ve bu tarz dalgalara ilk kez
soliton ismini verdiler (Hirota, 2004). Bu ¢aligsma ile soliton teorisinin temelleri atilmis ve
bu konuda yeni bir sayfa acilmistir. 1967 yilinda ise Gardner ve ark. analitik bir yontem
olan ters sac¢ilma yontemini gelistirip, KdV denkleminin farkli soliton ¢oziimlerini elde
etmislerdir (Hirota, 2004; Kaplan 2018; Kangalgil, 2008).

Bu yillardan sonra KdV denkleminin ve diger denklemlerin hem analitik hem de
niimerik olarak ¢oziimlenmesi soliton teorisine ilgi ve alakay1 arttirmistir. Giintimiizde hala
bu konu tizerine yapilan ¢alismalarla ileri teknolojilerde solitonlara ihtiyag duyulmaktadir.
Ornegin telekomiinikasyon, iletisim sektérlerinde ve ileri radar teknolojilerinde gibi birgok

alanda solitonlarla karsilasilmaktadir.
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3. YONTEM

Bu boliimde kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin analitik ¢oziimlerini direkt
olarak bulmaya olanak saglayan en iyi bilinen yontemlerden biri olan Hirota bilineer
yonteminin detayli bir sekilde incelemesi yapilmistir. Matematiksel fizikte dnemli bir yere
sahip olan yiiksek boyutlu lineer olmayan evrim denklemlerinin ¢dziimiinii bulmaya
yarayan Hirota bilineer yontemi ifade edilmistir. Sonra bu yontemin farkli versiyonlari ile
diger yontemlerle karsilastirilmasi yapilmis ve avantajli ve dezavantajlart durumlari
aciklanmustir. Hirota bilineer yontemiyle birgok bilim insaninin dikkatini ¢ekmis ve yiiksek
boyutlu lineer olmayan diferansiyel denklem ve sistemlerin 1-, 2- ve ¢oklu soliton
¢oztimleri bulunmustur. (Hirota, 1982; Hietarinta, 1987; Hietarinta, 1997; Hietarinta, 2005;
Pandir ve Ulusoy, 2017; Pu ve Hu, 2018; Liu vd., 2019;).

3.1. Hirota-Bilineer Yontemi

Ryogo Hirota tarafindan onerilen Hirota bilineer yontemi; lineer olmayan evrim
denklemlerinin N-soliton ¢6ziimlerini elde etmek i¢in kullanilan direkt bir yontemdir.
Hirota bilineer yontemi lineer olmayan diferansiyel denklemlerin 1-, 2- ve ¢oklu soliton
benzeri ¢oziimleri elde etmek i¢in onerildi (Hirota, 1971). Hirota’nin yaymladigi makale
soliton ¢oziimlerinin direkt olarak bulunmasini sagladiglr i¢in bir¢ok arastirmacinin

dikkatini ¢ekti.

Hirota bilineer yontemi, integre edilebilen denklemler igin ideal bir yontemdir.
Bilineer hale getirilebilmis bircok denklem i¢in 1 ve 2- soliton ¢éziimler genellikle mevcut
olup, eger miimkiinse multi(goklu)-soliton ¢oziimleri elde edilebilirse, bu takdirde bu tarz
denklemlerin integrallenebilecegi soylenebilir. Diger yandan integrallenebilen lineer
olmayan denklemler mutlaka bilineer hale getirilebilmektedir. Bunun tersi her zaman
dogru degildir. Asil amag lineer olmayan bir diferansiyel denklemin uygun yontemle lineer
hale getirilmesi ve buradan denklemin tam c¢oziimlerinin elde edilmesi miimkiin
olmaktadir. Hirota bilineer yontemi lineer hale getirme esasina dayandigindan, ele alinan
denklemin nasil bir bilineer forma sahip olacaginin bilmesi gerekmektedir. Yontem; tek bir
bilineer denklem, birden fazla bilineer denkleme veya sistemlere doniisen lineer olmayan
diferansiyel denklemlere uygulanir. Ayrica bu yontem fark denklemlerine, integro tipteki
denklemlere uygulanir. Hirota bilineer yontemin esasi iistel fonksiyonlardan olusan 1-, 2-

ve ¢oklu soliton ¢oziimlerini elde etmektir (Kaplan 2018).
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Bu boliimde, Hirota bilineer yonteminin nasil bir ¢6ziim algoritma oldugu detayli

bir sekilde anlatilmigtir. Lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklem x,y,t,...
bagimsiz degiskenler olmak {izere

O( P, Ps Py Prrvoos s Prys Prvors Prnons) = 0 (3.1)
seklinde tanimlansin. Burada go(x, y,t,...) bilinmeyen fonksiyon ve © ’da bir polinom

ifadesine karsilik gelmektedir. go(X, y,t,...) fonksiyonunu Hirota bilineer yontemine gore
belirlemek i¢in asagidaki adimlar1 yapmaliy1z.
1. Adim: Bazi yeni ve bilinmeyen f fonksiyonu i¢in bir ¢ =T (f) bilineer déniisiimii

uygulanir.

2. Adim: Hirota tarafindan tanimlanan D-operatorii m,n ve p negatif olmayan tam

sayilar olmak tiizere,

DI'DYD; f (%, y,t)-g (X, y,t)=(8, -0, )" (ay —ay,)” (8,-0,)" T (xy,t)-g(X,y.t')

x=x',y=y' t=t’

3.2)
1. Adim’daki doniisiim kullanilarak, (3.1) denklemi
#(D,.D,.D,, f)=0 (3.3)
bigimindeki Hirota'nin bilineer formuna doniistiiriilebilir (Hirota, 1974).
3. Adim: Genigletilmis test yaklagimini kullanarak, (3.3) bilineer denkleminin farkli
soliton dalga ¢oziimlerini elde etmek igin uygulanan algoritmaya goére denklem ¢oziiliir.
Coziimden elde edilen farkli soliton dalga ¢oziimlerindeki periyodik dalganin periyodu
sonsuz olarak kabul edelim. Boylece sadece diizensiz dalgalar: degil diger farkli biitiin olan
rasyonel, periyodik ve homoklinik dalgalar gibi dalgalari elde edebiliriz.

Hirota D-operatoriin uygulanmast ile ilgili baz1 6zellikler asagida kurallar seklinde
belirtilmistir.

Dxf ‘9= fxg - fgx (34)
Dnyf ‘9= fxyg - fxgy - fygx + fgxy (35)
D*f-g=f,g-2fg, + fg, (3.6)

Dt3f ‘9= fmg _Sfttgt +3ftgtt - fgm (3.7)

D*f.g= Z Uﬂ (3.8)

rsﬁtr
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Hirota D-operatérii incelendiginde klasik tiirevdeki ¢arpimin tiirevi ile neredeyse ayni

oldugu goriiliir. Burada sadece farklilik tiirevdeki terimler arasindaki isaretin eksi

olmasidir.

Islemlerde kolaylik saglamasi igin Hirota D-operatdriiniin tanimi dikkate

alindiginda asagidaki 6zellikler kolayca gosterilebilir.

D'D"f.-g=D"D"f-g=D""D'D,f g (3.9)
prfa= O (3.10)

. o
D"f.g=(-1)"D"g- f (3.11)
m tek ise D;'f-f=0 (3.12)
D,(D,f-g)-h+D,(D,h-f)-g+D,(D,g-h)-f =0 (3.13)

Hirota bilineer yonteminin 1. Adiminda bulunan lineer olmayan denklemi bilineer

forma doniistiiren doniistimler:

i. Rasyonel doniligim ¢ = % olarak seg¢ilebilir. Buradaki tanimlanan doniisiime

gore ilgili tiirevlerin Hirota D-operatorii cinsinden karsiliklar

o(a) Dea-b
2 == 3.14
ax(bj b (3.14)
5% (a) D?a-b aD%-b
2122 = _ 2 3.15
axz(b) b b b’ (3.15)
ﬁ_s(E]_Dfa'b_SDXa.b Dxa'b
ox*\ b b? b> b (3.16)

olarak bulunur.
ii. Diger bir donlisiim Ornegi ise logaritmik doniisiim olan (/):R(In f)Xx olarak
secilebilir. Burada 6zel olarak R =2 alnirsa, ¢ = 2(In f)XX ‘nin ilgili tlirevlerinin Hirota

D-operatorii cinsinden karsiliklar

0 Df - f
ol D,D,f-f
28x6t (In f):% (3.18)
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ox* f? f?

2
o D*f.f (D%f.f
9 (Inf)=— 3=
(Inf) ( ] (3.19)

olarak hesaplanir. Bu belirtilen doniistimler ele alinan denklemlerde bulunan terimlere ve

denklemdeki terim sayilarma bagli olmak iizere daha farkli da secilebilir. Ornegin (2.10)

da belirtilen KdV denklemini goz 6niine alalim. Bu denkleme ¢ =-2(Inf)_logaritmik

bilineer doniisiim uygulanirsa, ¢=—2% olmak tizere @ =¢, olur ki bu da (2.10)

denklemine uygulandiginda

¢xt _6¢x¢xx +¢><xxx =0 (320)

denklemine doniisiir. (3.20) denklemini X ’e gdre bir kez integre edip integrasyon sabitini

de sifir olarak secersek,

¢t _3¢x2 7+ ¢xxx =0 (321)
elde edilir. Burada ilgili tiirevler sirasiyla
f f—ff f f—f°
¢t = _2(%} ¢X = _Z[Tx (3.22)
f 4f f 3f2 12f*f  6f°
= 2| e T Ix e FTxe X XX _ X 3.23
¢XXX [ f f 2 f 2 f 3 f 4 J ( )

seklinde hesaplanir. Bu hesaplanan tiirevler (3.21) denkleminde yerine yazilip, denklem

diizenlediginde
ff—ff+f, f-4ff +3f2=0 (3.24)
elde edilir. (3.24) denkleminin Hirota D-operator karsiligi tanima gore
D,D.f-f+Df -f=0 (3.25)
bulunur. Buradan sonra (3.25) denkleminde yer alan f fonksiyonunun segimi bizlere

soliton ¢6ziimlerinin nasil olacagini belirler. Soliton ¢oziimlerini elde edebilmek i¢in &

kiiclik bir parametre degeri olmak iizere, pertiirbasyon yontemi kullanilarak
f=1+> fé& (3.26)
i=1
fonksiyonu segilir. (3.25) denklemin ¢oklu soliton c¢oziimlerini elde etmek igin

pertiirbasyon ac¢ilimin1 kullanilir (Kaplan, 2018). Burada f; fonksiyonlar: genellikle iistel
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fonksiyon segilir. Ornegin 1-soliton ¢oziim elde edilmek istendiginde A4 = a,x+ St olmak
iizere f =1+e* seklinde segime tabidir. Ayn1 sekilde 2- soliton ¢oziim elde edilmek
istendiginde 4 =X+ fit, (i =1,2) olmak iizere pertiirbasyon yontemi yardimiyla

f =1+e% +e* seklinde secilebilir. Buradaki f fonksiyonunun segimi bize ¢oklu

solitonlarin elde etmemize yardimci olmaktadir.

3.2. Hirota-Bilineer Yonteminin Diger Yontemlerle Karsilastirilmasi

Hirota bilineer yonteminin Onerildigi zamandan gliniimiize kadar gelistirilerek
farkli versiyonlart literatiire sunulmustur. Ancak Hirota bilineer yonteminin hala direkt
olarak lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin soliton ¢dziimlerinin bulan gii¢lii ve
etkin bir yontem oldugu gorilmektedir. Bu kisimda yontemin avantajlart ve diger

yontemler karsilastirilmasi ayrintili bir sekilde incelenmistir.

Hirota bilineer yontemin uygulamasinda bilineer formlarin bulunmasi ¢ok kolay
olmadigindan, bilim insanlar1 yontemin farkli versiyonlarmni arastirmaya bagladilar. Bu
yontem kullanigh bir yontem olmasina ragmen, 1997 yilinda Hereman ve Nuseir yaptiklar
calismada daha sade getirdikleri Hirota yontemini bilineer formlarini elde etmeden
kullanilabilecegini ifade ettiler. Boylece bilineer formlar elde edilmeden denklemlerin
coziilebilecegini ve c¢oklu soliton ile hareketli dalga ¢o6ziimlerinin bulunabilecegini
gosterdiler (Hereman ve Nuseir, 1997). Bu onerilen yontem ile bilineer hale getirilemeyen
veya bilineer halleri bilinmeyen diferansiyel denklemlerin ¢6ziimlerini bulmak igin
yardimc1 denklemlerden meydana gelen bir yontem olusturulmustur. Bu ¢alismada
integrallenemeyen, konveksiyon terimini bulunduran ve bulundurmayan Fisher
denklemlerinin onerilen sadelestirilmis Hirota yOntemine goére c¢oziilebilecegini ifade
etmislerdir. Burada uygulanan denklemler i¢in bulunan ¢oziimler hareketli dalga ¢oziimleri

olup, soliton ¢ozlimler degildir.

Ayrica Hirotanin o6nerdigi yontemden bilineer formun bilinmeyebilecegi
denklemlere kendi yontemlerinin uygulanabilir oldugunu gostermek igin bilerek Hirota'nin
bilineer operatdrlerini kullanmadilar. Hirota yonteminin basitlestirilmis versiyonunun ana
avantaji, uygulanacak denklem igin bilineer gosterimi gereksiz hale gelmektedir. Diger bir
avantaji ise c¢oklu soliton c¢oziimlerinin bulunmasinda iistel fonksiyonlarin polinom

sekillerinin kabul edilebilecegini varsayar. Bu nedenle onerilen yontem, bilineer formun
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bilinmedigi veya mevcut olmadigi integrallenemeyen diferansiyel denklemlere

uygulanabilmektedir.

KdV denkleminin ilk ¢oklu soliton ¢oziimleri ters sag¢ilma yontemiyle bulundu
(Gardner vd., 1967). Soliton ¢oziimleri elde etmeye yarayan ters sa¢ilma yontemini i¢eren
entegrasyon semasi, daha sonra genis bir denklem simifina genellestirildi (Ablowitz vd.,
1973). Baslangi¢ deger problemlerinin ters sagilma yontemiyle ¢oziilmesi, yalnizca 6zel
¢cozlimler treten Hirota bilineer yaklasimindan daha genel bir yontemdir. Hirota bilineer
yonteminin digerine gore birkac avantaji vardir. Ik olarak, ters sacilma yéntemi ¢ok daha
karmasik, matematiksel olarak zorlu ve zaman alicidir. Hirota bilineer yontemi ise esas
olarak cebirseldir ve bu nedenle neredeyse daha basittir. ikinci olarak, iki solitonlu
coziimlerin varligi, ters sagilim ydntemiyle integrallenebilirlikten daha zayif bir
gerekliliktir. Bu nedenle Hirota bilineer yontemi, integrallenemeyen birgok denklem de

dahil olmak iizere daha genis bir denklem sinifin1 uygulanir.

Hirota’in o6nerdigi bilineer yontemin bir genellestirilmesi 2010 yilinda Ma
tarafindan tanitildi (Ma vd., 2010). Coklu iistel fonksiyon yontemi olarak adlandirilan
yontem, lineer olmayan diferansiyel denklemlerin farkli ¢oklu dalga ¢oziimlerini elde
etmek i¢cin kullanilmistir. Bu yontemin uygulanmasiyla Darboux dondisiimleri (Ma, 1997)
ve sadelestirilmis Hirota yontemiyle (Hereman ve Nuseir, 1997) bulunan ¢oziimleri

kapsayan farkli ¢oklu dalga ¢oziimleri bulunmustur.

Lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemleri ti¢ farkli tipe siniflandirmak
miimkiindiir. Birinci tip; tim integrallenebilir denklemler, tam ¢oziimleri olmayan ikinci
tip ve bazi tam ¢oziimleri bulunan ancak tiim integrallenemeyen figlincii tip olarak
smiflandiriir. Birinci tipteki denklemlerin sonsuz sayida tam ¢oziimi bulunur. Bu
denklemler i¢in Hirota yOntemi dikkate alindiginda tekil(soliton) dalga ¢o6ziimleri
bulunabilir. Ayrica bu tarz denklemlere iistel fonksiyon yontemi de uygulanabilir ancak
iistel fonksiyon yonteminden elde edilen sonuglarin Hirota bilineer yonteminden elde

edilen sonuglardan daha iyi olmadig1 gériilmektedir (Kudryashov ve Loguinova, 2009).

Son yillarda, Riemann teta fonksiyonlar1 kullanilarak Wronskian ¢6ziimleri,
Pfafiyan ¢oziimleri ve periyodik dalga ¢oziimlerini olusturmak i¢in Hirota bilineer yontemi
gelistirilmistir (Cai vd., 2009). Bu yontem ile Tian ve Zhang (1+1)-boyutlu ve (2+1)-
boyutlu Ito denklemlerini (Tian ve Zhang, 2013) ve Ma ve Zhou (2+1) boyutlu Hirota

bilineer denklemlerinin (Ma ve Zhou, 2009) coziimlerini arastirmislardir. Bu yontemin
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Hirota bilineer yontemine goére avantaji, periyodik dalga ¢6ziimlerini cebirsel-geometrik
teori olmadan dogrudan elde etmemizde yaramasidir. Ayrica, asimptotik analiz yardimiyla

periyodik dalga ¢oziimlerinden soliton ¢oziimler elde edilebilir.

Goriildugii gibi Hirota bilineer yontemi temel alan ve siirekli gelistirilen yontemler
ile lineer olmayan diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri arastirmacilarin ilgisi ¢ekmeye

devam etmektedir.
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4. BULGULAR

Bu béliimde (3+1)-boyutlu genellestirilmis KP denklemi ile (3+1)-boyutlu soliton
denklemi ayrintili olarak verilmis, bu denklemlere Hirota bilineer yonteminin uygulamasi
yapilmustir. Ayrica ele alinan denklemlerin diger yontemlerle bulunan ¢éztimleri ile Hirota
bilineer yontemiyle elde edilen 1- soliton, 2-soliton ve c¢oklu soliton ¢oziimlerinin
karsilagtiritlmasi yapilmistir. Elde edilen 1- soliton, 2-soliton ve ¢oklu soliton ¢éziimlerinin

iki ve ti¢ boyutlu grafikleri verilmistir.

4.1. (3+1)-Boyutlu Genellestirilmis KP Denklemine Hirota Bilineer Yonteminin

Uygulamasi

Plazma fiziginde genis bir uygulama alani olan (3+1)-boyutlu genellestirilmis KP

denkleminin en genel gosterimi

3 2 2
00w _,00 10 00) T 209 _, @
oy 3oz

x\at Pox 3o Cox

seklindedir (Liu vd., 2019; Zhang vd. 2018). Burada ¢ fonksiyonu x,y,z ve t

degiskenlerine bagli ve ii¢ Olgekli uzay koordinatina bu degiskenlerin kismi tiirevleri
mevcuttur. (4.1) denklemine Hirota bilineer yontemini uygulamak igin ilk nce logaritmik

doniigiimii
Q= R(In 1‘)XX 4.2)

olarak segelim. ¢ = R% olmak tizere ¢ =¢, seklinde yazilabilir. (4.2) ifadesindeki R

degerinin belirlenmesi gerekir. ilk once (4.1) denkleminde z=X ve a = % olarak alalim

ve (4.1) denklemini

2 4 2
6_60_3[(,,8_(/))_18 0, 0% _q (4.3)

4+ 2
oxot ox\" ox ) 3axt oy

seklinde doniistiirelim. Cole-Hopf doniisiimiinden yararlanilarak, (4.2) donisiimiini

dikkate alirsak, ¢=R(In f) olarak alindiginda ¢ =g, doniisiimiinii (4.3) denkleminde

yerine yazildiginda

4 2 3 6 4
7 _2(7909) 129, 29, (@4
ox’ot  ox| ox° ox 30x° ox“oy

elde edilir. (4.4) denklemini x’e gore iki kez integre edip, integrasyon sabitini sifir olarak

secersek,
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g _1(o%) 10 &9, (4.5)
ot 2\ o) 3o oy

bulunur. Bulunan (4.5) ifadesine doniisiim altinda Hirota D-operator karsiliklarini sirasiyla

yerine yazildiginda

f f? 2 f2 f3 f4 f o f?
(4.6)
R(f, 4ff, +3f2 12f2f 6f}
- - 2 + 7 4 |=0
3L f f f f

bulunur. Dispersiyon bagintisin1 bulabilmek i¢in (4.3) denkleminin lineer terimleri dikkate

alinir. Soliton ¢oziimii veren f fonksiyonu 8 =a,X+7,y+ At olmak iizere

f :1+Ze‘9' (4.7)

secilir. Burada N =1 alinirsa, 1-soliton ¢oziimii icin belirlenen f =1+e“*"* olur. (4.3)

denklemindeki lineer terimlere gore gerekli islemler yapildiginda

1 4 yz
Xy AH,

f=1+e “ (4.8)
elde edilir. (4.6) denklemindeki R ’ler sadelesir ve f fonksiyonuna gore ilgili tiirevler

yerine yazildiginda

7/1 61 é f. }/12 231 E a4e291 2(1;19301 B afewl 712 6
) 3 4
1+e (1+ ) 2 (1+e ) (1+e‘91) (1+e 1) "ieef
4.9
~ A 70{146291 +1205146391 ~ 66" _
2 3 4
(L+ egl) 3| L+ (1+ et} (1+et) (1+e%)
bulunur. Gerekli sadelestirmeler yapildiginda,
R| o'e** 2o/  ale™ aje®t  2ale®  ole™
5 _ i+ — =2 PEvie 013+ . (4.10)
(1+e1) (1+e1) (1+e1) (l+e ) (l+e ) (1+e )
ve buradan R =4 elde edilir. O halde logaritmik doniigiim
=4(Inf) (4.11)
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seklindedir. (4.1) denkleminde o =1 almip, ¢ =R(In f) olmak iizere ¢ =g, doniisimii

uygulanirsa,

ﬂ_ﬁ(@zwsﬂ_la%ﬁ“h 7109 @.12)

ot ox\loxZ ax® ) 3ox° ox* oxley? 3oxr

elde edilir. (4.12) denklemini iki kez x’e gore integre edip, integrasyon sabitini sifir olarak

alirsak,

Zo oo 100 P00 100
OX? '

oot 2\ ax* ) 3ox* ox2 oy’ 3a7°

bulunur. Bulunan (4.13) ifadesindeki tiirevlerin Hirota D-operator karsiliklarini sirasiyla

%0 i, ff) o (f, f2) &% [f, (') [f, f°
=4 = 2= T e et e a2 T )
oxat fof2) ox ff2) o f 2 & fof

82¢ i fxi 2 fX2 fXX fX4 a4¢ fXXXX 4 fX fXXX + 3 fxi 12 fX2 fXX 6 fX4
[%j :16[1”_ ST U L S Y ER T B

elde edilir. Bu hesaplanan Hirota D-operator karsiliklart (4.13)’de yerine yazilip, gerekli

sadelestirmeler yapildiginda

f

f—ff 1(f, f-a4ff +3f2) f f—f2 f,f-1> 2(f f—f2
3 Ty T sl

xt X
f? f?

> . ):0 (4.15)

bulunur. (4.15) ifadesi 2f? ile arpilir ve (4.1) denklemin lineerlesmis hali

(D,D,-4D; +D; +D} -2D}) f - f =0 (4.16)

X

olarak elde edilir. ilk 6nce 1- soliton c¢oziimleri elde etmek icin asagidaki ¢oziim

fonksiyonunu 7, = p,x+0q,y+1r,Z+S,t olmak iizere
f=1+e™+a,e™ (4.17)

seklindeki gibi ele alalim. (4.17) ¢6ziimii (4.11)'de yerine yazarsak, (4.1) denklemin genel

¢OzUimiini

=4
1+e” PyX—0Qgy—TaZ—Syt + a4e PaX+0gY+1,Z+5,t

2
2 A= PaX=0py—1yZ—S,t 2 o PaXHO Y +1,Z+S,t PaX+0sY+,Z+S,t — PaX—0gY—T4Z—S4t
P.€ +a,p,€ _ a4, P, — b€ (4.18)
14 @ Py TZ=St 4 g aPaXHUayHIZest )
4
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biciminde Yyazilir. (4.18) ve (4.16) denklemleri kullanildigr zaman a,,p,,q,.r;,S,

katsayilarindan olusan bir cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi

Mathematica paket programi yardimiyla ¢oziildiigiinde sirasiyla asagidaki ¢oziim bulunur.

4 a2 o2 2
a,=0, s, = P 3p43p3q4 +2r (4.19)
4

4

elde edilen katsayilar i¢in (4.17) ¢6ziim fonksiyonu ve (4.11) logaritmik doniisim ele

p; —3p; —3d; +21;

alindiginda, (4.12) denklemi i¢in 6, = p,X+0Q,y+r,z+ 4t olmak iizere

3p,
1- soliton ¢oziimii
@ (%, y,z,t) = p; Sech’ (%j (4.20)

olarak elde edilir.

f\ )

/ .

!", : ' "m

4%——— ‘ Pk ,

Sekil 4.1. (4.20) denklemindeki ¢oziimiin p, =-2, q, =1, r, =1 degerleri i¢in li¢ ve iki

boyutlu grafik gosterimi.
2. Durum:

(4.1) denkleminin 2- soliton ¢oziimleri elde etmek igin 77, = P,X+ QY +1L,Z+S;t ve

1, = P,X+0q,Yy +r,z+Ss,t olmak {izere asagidaki ¢6ziim fonksiyonunu
f =ajcosh(n,)+e™ +a,e™ (4.21)
kabul edelim. (4.21) ¢6ziimii (4.11)'de yerine yazarsak, (4.1) denklemin genel ¢oziimiinii

a, p32 cosh ( P X+ 0,y + 2+ SBt) + pje* PaX—Uay—Tiz=St |_ a, pfe PaX+0gY+HTgZ+55t

4 a, cosh ( P X+ QY+ 1,2+ SSt) 4+ P tytazost | a,e PaX+0y+1,z+5,t
- i | 422
_L 8, P, SINN (PoX+ 0,y + 1,2 +5it) — p,e """ + g, p gPrray e J

a, cosh ( P X+ QY+ 1,2+ S3t) 4@ PGy nzost | ae PaX+0gY+1,Z+5,t
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seklindedir. (4.22) ve (4.16) beraber dikkate almip islemler yapildigi zaman

a,,8,, P3y Oy 15, S5y Py, 0y, 1, S, katsayilarindan meydana gelen bir cebirsel denklem sistemi

olusur. Bu elde edilen denklem sistemi paket programi yardimi ile ilgili algoritmaya goére
¢ozildigiinde sirasiyla asagidaki ¢oziimler elde edilir.
i.
V2(r,-r,) . _ 4p) —3p? 392 + 2460, (r, -1, )+ 4r,r, - 2r7

Ps=Ps Gg=0y ———F=> ,
3= Py U3 =04 NE 3 3p, (4.23)

_ 4ps—3p; —30; +21;
3p,

B =3a; & =3, 3,

elde edilen katsayilar icin (4.21) ¢oziim fonksiyonu ve (4.11) logaritmik doniisiim

4p, —3p; —3q, +2r,
3p,

V2(r-n) y+1z+ 4p; -3p; -3q; + 260, (1, -1, ) +4r,r, - 2r7 t olmak iizere
NE) 3p,

2- soliton ¢oziimii

uygulandiginda, (4.12) denkleminin 6, = p,Xx+q,y+r,z+

‘92 = P X—

. N2
0, (% y,2.t)=4 a,p; cosh(6,) + pje ™ +a, pye” _[agp4 sinh(6,)+a,p,e” — p,e QSJ
2 1 Y &y -

a,cosh(6,)+e™™ +a,e” a,cosh(6,)+e™* +a,e”
(4.24)

olarak elde edilir.

4pt—3p2 —3q +2r 2p,1, (69§ ~12p; P} +6pi; —12p, PG50, + 65 ( P+ )
1 r4 =
3p3 2p3
P3Py (4p: ~3) - 6p,0,0, — 2r,,[6PS ~12p P +6pi; —12p, P00, + 65 P+ ) + p, (305 +217)
B 3p;

a4:0,a3:a3, S; =

SA
(4.25)

bulunan katsayilar i¢in (4.21) ¢6ziim fonksiyonu ve (4.11) logaritmik doniisiim

4p; ~3p; ~3q; +21)

uygulandiginda, (4.12) denkleminin 6, = p,X+Q,y+r,z+

3p,
2p,1, — |65 ~12p; p; + 6P} ~12p,p,0,0, +6p; (i + ;)
05: P, X+0,y+ z
2p,
P P (49 —3)— 6p,0,0, — 2r,,[6p ~12p: P +6piq; ~12p,p,0q, +6p2 (P +05 ) + p, (302 +2lr32)t
3p;

olmak tizere 2- soliton ¢6ziimii
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6 12

(0 y.2,t) = | EPEEON(O)CPE™ (apssinh(6,)—pie® ) (4.26)
T aSCOSh(04)+e75 aSCOSh(04)+e’5 .

olarak elde edilir.
iii.
4 N2 N2 2
a=p;=0;=r=5=02a-=a,s,= Py 3p43p3q4+2r4 (427)
4

elde edilen katsayilar igin (4.21) ¢oziim fonksiyonu ve (4.11) logaritmik doniisiim

uygulandiginda, (4.12) denkleminin ¢dziimii

4a,p;e*
@, (X, y,z,t)=Lg2 (4.28)
(3, +e™)
seklinde hesaplanir.
iv.
a,=0, a,=a,, S4=4pj—3pg—3qf+2rf (4.29)
P,

hesaplanan katsayilar i¢in (4.21) ¢oziim fonksiyonu ve (4.11) logaritmik doniisiim

uygulandiginda, (4.12) denkleminin ¢6zimii

2,6, 2,6, 0 nat )
q)s(x’ y,Z,t)=4[a4p4e + p4e _(a4 p4e p4e J ] (430)

a,e” +e a,e” +e

seklinde hesaplanir.

4
2
1

0k . 2 s :
-5 0 5 -4 -2 2 4

Sekil 4.2. (4.30) denklemindeki ¢6ziimin 8, =3, p,=-2, 0, =1 r,=1 degerleri igin reel

kisminin {i¢ ve iki boyutlu grafik gdésterimi.
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3. Durum:

(4.1) denkleminin soliton c¢oziimleri elde etmek igin 7, = pX+Qy+Kz+sSt Ve

1, = P,X+0q,Yy +r,2+Ss,t olmak iizere asagidaki ¢6ziim fonksiyonunu
f =a,cos(r,)+e™ +a,e™ (4.31)
kabul edelim. (4.31) ¢6ztimii (4.11)'de yerine yazarsak, (4.1) denklemin genel ¢oziimiinii

-8 p12 COS( pX+Q,y+rz+ Slt) + pje— R a, pje PaX+0y Y+ 2454t
& COS( pX+0,y+nz+ Slt) 4o PGy nzst ae PaX+0y+TaZ+5,t

p=14 (4.32)

. B P 2
8P, SiN(PX+ Y + 02 +St) — p,e ™ T 4 g, p gfra
a, COS( P X+ 0,y + [Z+St)+e Pt it 4 g ghocurizsd

seklindedir. (4.32) ve (4.16) ifadeleri alimip, gerekli islemler yapildigi zaman

a,a,, p,0,n, S, P,y q,, 1, S, katsayllarindan olusan bir cebirsel denklem sistemi elde

edilir. Bu elde edilen denklem sistemi ilgili algoritmaya gore ¢Oziildiigiinde sirasiyla

asagidaki ¢coziimler elde edilir.

_ i(4p; —3p; +307 —2r7) \F( )i
p :Ip y S, = , r, = —_ q _|q _”",
1 4 1 3p4 4 2 4 1 1

o _4pi-3pi ~3q7 +6iq,q, — 2v6r (¢, —iq,) -2’
o 3p,

(4.33)

hesaplanan katsayilar igin (4.31) ¢oziim fonksiyonu ve (4.11) logaritmik doniisiim

uygulandiginda, (4.12) denkleminin coziimii
3, . ) 4p;-3p;-3q]+6ig,q, —26r, (g, —ig,) - 21
98 = p4x+q4y+£\/;(q4_|q1)—|r1j2+ 4 4 1 13‘;) 1( 1 4) Lt
4

(4p; -3p; +3q; - 2r’)
3p,

6, = p,X+iqy+inz+ t ve olmak iizere

. _ 2
05 (%Y. 2,t)=4 a,p, cosh (6, ) + p,e ™ +a, pge® _(a1p45|nh(07)— pe +a4p4e98J
L (X,Y,2,t) =

a,cosh(6,)+e® +a,e® a,cosh(6,)+e® +a,e®
(4.34)

olarak bulunur.
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4 2 2 2
a-0 a-a, 54:4|04—3P4—3q4+2r4 (4.35)
3p,
elde edilen katsayilar igin (4.31) ¢6ziim fonksiyonu ve (4.11) logaritmik doniisiim
uygulandiginda, (4.12) denkleminin ¢oziimii (4.30) ¢6ziimii ile ayn1 olarak bulunur.

4p{ -3pf +307 -2r7 | 2p,r+[6p¢ +12p] p; +6p;q; ~12p,p,q, +6p7 (i + )
3p, e 2p,

 pip.(4pi -3)-6p.ad, — 2n,,[6pf +12p; P} +6 i ~12p,p,a, + 6p7 (pf + ) + p, (307 + 2

B 3p?

a4201a3:a31 5 =

4

(4.36)

elde edilen katsayilar icin (4.31) ¢oziim fonksiyonu ve (4.11) logaritmik doniisiim

4p; —3p; +3q; -2~

uygulandiginda, (4.12) denkleminin ve 6, = pX+0,y+nz+ 3 t ve
P
2p,1 +6p¢ +12p! p; +6p}; ~12p,p,q,0, +6p7 (P +07)
O, = P, X+, Y+ z
2p,
+ p12 Py (4p§ _3)_6p1q1q4 _2r1\/6 p16 +12p14 pi +6p§q12 _12p1p4Q1q4 "'6p12(p4111 +q§)+ Py (3Q12 +2r12)t
3p;
olmak tizere ¢6ziimii
_ R _ 2
_ | —apicos(6)+ e (—apsin(6,)-pe™®
o, (xy,z,t)=4 ——— =) (4.37)
a, cos(6,)+e ™™ a, cos(6,)+e
seklinde hesaplanir.
v,
4 2 2 2
=p=Qq=r=s= 0, a=a, s, = Py _3p4 _3q4 +2r4 (438)

3p,
elde edilen katsayilar i¢in (4.31) ¢6ziim fonksiyonu ve (4.11) logaritmik doniisiim

uygulandiginda, (4.12) denkleminin ¢6ziimi
4a,p,e

4.39
are] (439)

@ (X y,2,t)=

seklinde hesaplanir.
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-20

-40

-60

-80

Sekil 4.3. (4.37) denklemindeki ¢oziimiin & =-3, p,=—2,0,=L=r,=1 ¢, =1 ii¢ ve
iki boyutlu grafik gosterimi.
4. Durum:

(4.1) denkleminin soliton ¢oziimleri elde etmek igin 7 = pX+Qy+nz+st ve

1, = P,X+0,Y + 1,2+ S,t olmak iizere asagidaki ¢oziim fonksiyonunu
f =a,cos(n,)+a,sin(n,) (4.40)
olarak segelim. (4.40) ¢6ziimii (4.11)'de yerine yazarsak, (4.1) denklemin genel ¢oziimiinii

—a, Py CoS( PX+ 0,y + Lz +St)—a,p; Sin( P, X+0,y +1,2+5,t)
a, COS( pX+0, Y+ LZ+St)+a,sin( p,X+0,y +1,z+5,t)

p=4 (4.41)

—a, P, Sin( P X+0,Y +KZ+S;t)+a,p, COS( P,X+0,Y +1,Z+5,t) ’
a, CoS( PX+0,Y +LZ+5t)+a,Sin( p,X+0,y +1,Z+5,t)

seklindedir. (4.41) ve (4.16) ifadeleri isleme alindiginda ve gerekli prosediirler
uygulandiginda @&, a,, p;, 0, 1;,S;, P,, 0. I,, S, katsayilarindan meydana gelen denklem

sistemi olusur. Bu olusan denklem sistemi ilgili algoritmaya gore paket program
yardimiyla ¢oziildiigiinde sirasiyla asagidaki ¢oziimler elde edilir.
i.
_4p; +3p] +3q; -2r | (4.42)
3p,

a=a,ax=0 5=

hesaplanan katsayilar i¢in (4.40) ¢oziim fonksiyonu ve (4.11) logaritmik doniisiim
Apy +3p; +30; -2
3p,

uygulandiginda, (4.12) denkleminin ¢ozimi 6, = pX+0,y +1z—

olmak tlizere

@, (X, Yy, z,t)=—4p] sec’(6,) (4.43)
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olarak elde edilir.

200

300

-400

Sekil 4.4. (4.43) denkleminde p, =3, ¢, =—1 1, =3 degerleri i¢in ii¢ ve iki boyutlu grafik
gosterimi.

ii.
4 2 2 2
4=0 8,28, 5=— IR, (4.44)
2

elde edilen katsayilar icin (4.40) ¢oziim fonksiyonu ve (4.11) logaritmik doniisiim

4p;‘+3p22+3q§—2r22t
3p,

uygulandiginda, (4.12) denkleminin ¢ozimii 6, = P,X+0,y+1,Z -

olmak lizere

@ (X, Yy, z,t) =—4p; cosec’ (6, ) (4.45)

olarak bulunur.

4p? +3p2+3g2 -2r? 3
Q=a,=a, pp=—0, §= Pe p23p % : 'r2=_\/g(ql+q2)_rl
2

4P -3pi+30,(6,+20,)+ 25 (VB (o 6:) +5)
t 3p,

(4.46)

bulunan katsayilar igin (4.40) ¢oziim fonksiyonu ve (4.11) logaritmik donisiim
Ap, +3p; +30y — 21
3p,

uygulandiginda, (4.12) denkleminin ve 6, =—-p,X+qy+nz+

—4p? —3p2+3q, (0, +20,)+2r,(~/6(q,+,)+r
914=p2x+q2y+[—\E(q1+qz)—r1)Z+ : 250 +3a (4 3q;) {(¥B(arar) 1)t olmak
2

uzere ¢Ozimil

. _ ,
on(xy,2,)=4 -a,p; cos(6’13)—alzpzzsm(em)_(—a1p25|n(6?13)+a2p2 cos(6,)
11 1] 1 & -

a, cos(6,)+a,sin(6,) a, cos(6,)+a,sin(6,) ] (447)
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seklinde bulunur.

(3+1)-boyutlu genellestirilmis KP denkleminin uygulanan Hirota bilineer yontemine gore
elde edilen soliton ¢oziimleri incelendiginde; literatiirdeki Liu vd., 2019 ve Zhang vd.
2018 makalelerindeki ele alinan fonksiyon tipleri ile bizim tez g¢alismasinda aldigimiz
fonksiyon tiplerinin bir kismi benzerlik gostermektedir. Buda tez calismamizda ele
aldigimiz farkli fonksiyon tiplerine gore elde edilen soliton ¢o6ziimlerinin literatiirde
bulunmayan farkli soliton ¢oziimleri oldugunu gostermektedir. Ayrica Hirota bilineer
yontemine gore bulunan tiim soliton ¢oziimlerin (3+1)-boyutlu genellestirilmis KP
denklemini saglayip saglamadigi kontrol edilmistir.

4.2. (3+1)-Boyutlu Soliton Denklemine Hirota-Bilineer Yonteminin Uygulamasi

Bu kisimda, optik fiber alaninda oldukga fazla kullanim alani olan lineer olmayan
(3+1)-boyutlu soliton denklemi incelenecektir. Bu denklem optikte solitonlarin
yayilimlarinin modellenmesine katki saglayan bir denklemdir. (3+1)-boyutlu soliton
denkleminin en genel hali

2 3
3 v o 28—u+a—li—2ua—u +2£
oxoz oy\ ot ox OoX OX

a—ua;la—u =0 (4.48)
ox = oy

seklindedir (Darvishi vd., 2016; Liu vd., 2017; Pu ve Hu, 2018; Sulaiman vd., 2020).

Burada u bilinmeyen fonksiyonu x,y,z ve t degiskenlerine baghdir. (4.48) denklemine

Hirota bilineer yontemini uygulamak i¢in logaritmik doniistimii
u=R(Inf) (4.49)
olarak segelim. @=R(Inf) olmak iizere U=, seklinde yazilabilir. (4.49) daki

XX

doniisiimde R degerinin belirlenmesi gerekmektedir. Ik énce (4.48) denklemine u =,
dontigiimiinii uygulayalim. (4.48) denklemini

B0 =20,y = Dy +2(0,,0, ), +2( 000, 00, ) =0 (4.50)
seklinde donisiir. (4.50) denklemini x’e gore integre edip integrasyon sabitini sifir olarak

secersek ve 0, '@, = o, olarak yazilirsa

Xty XXXXY

a)Z
3w, —2w,, —o +2( ZJ +2w, 0, =0 (4.51)
y

bulunur. Bulunan (4.51) ifadesi diizenlenip tekrardan X’e gore integre edip integrasyon

sabitini sifir olarak segilirse
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3w, =20, — W, + 20,0, =0 (4.52)
elde edilir. (4.52) denkleminde lineer terimler dikkate alinarak, 1-soliton ¢Ozlimlerini
bulmak igin dispersiyon bagmtisini bulalim. Bunun igin f fonksiyonu & =ax+by+dz+ct

olmak lizere

N
f=1+) e (4.53)
i=1

olarak secilir. Burada N =1 alindiginda, 1-soliton ¢dziimii i¢in belirlenen f =14+

olur. (4.52) denkleminde yer alan lineer terimlere gore gerekli islemler yapildiginda

Sad 3 y+dz+ct

f=lte 2o (4.54)

bulunur. (4.54) de belirlenen f fonksiyonuna gére (4.52) denkleminin terimleri Hirota D-

operator karsiliklarini sirasiyla yerine yazildiginda

?{&_ fxfzj_2£ fitl ftfyj_( Fooy  Frafy 3 Fo +3F, Fy +6fxfyfxx+6fffxy _fofy]

f f? f f? f f? fe f*
f f f2f f ff +3f2 f3f
+2R( x;(:zxy_ X xy+ x;sx y+ xx+ );4)/}:0
(4.55)
elde edilir. (4.54) ifadesindeki f fonksiyonuna gore (4.55) ilgili tiirevler almip, yerine
yazildiginda
ade®  ade™ 3adce” 3adce™

1+e‘51_(1+e¢1)2 ) (2c+a°)(1+e%) (20+a3)(1+e§1)2

3a‘de® 21a‘de™ 36a‘de™ 18a‘de*

(2c+2°)(L+e?) (2c+a3)(1+e‘51)2Jr(20+a3)(1+e§1)3 (20+a®)(1+et) (4.56)

3a’de 3a’de* 3a‘de’

(e )iee ] (2cea)(tee) (2cea)(1re]

bulunur. Gerekli sadelestirmeler yapildiginda,

18a‘d e’ 2e% . e | R 3a‘d e’ 2e% . '

(2C+33) (1+e‘§1)2 (1+e51)3 (1+e§1)4 (2C+33) (1+e§1)2 (1+e‘§1)3 (1+e§1)4
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(4.57)

elde edilir ve buradan R=-3 bulunur. O halde logaritmik d6éniistim

u=-3(Inf) (4.58)

XX

sekline doniisiir. (4.52) denklemine (4.58) ifadesindeki logaritmik doniisiim uygulanarak

Hirota D-operator karsiliklarini yerine yazildiginda

3(&_ fxfzj_z( fy ftfy]_[ Fooy o fy +3F T +3F, g +6fxfyfxx+6fx2fxy _6fx3fyj

f f?

_6[ fofy  Fify+ Fofif, +312 N ffny
f2 f2 f

ff2 f f f2 E £

(4.59)

elde edilir. Burada gerekli diizenlemeler uygulanip, sadelestirmeler yapildiginda

_ ff—ff) (fof—ff —3f f +3ff
3( ff fofzJ_z( of - y]_( g £ = Fu Fy =31y, By 31, xxy):O (4.60)
f f f

bulunur. (4.60) ifadesi (4.48) denklemin lineerlesmis hali
(3D,D,-2D,D, -D,D}) f - f =0 (4.61)

olarak elde edilir. 1- soliton ¢oziimleri elde etmek igin asagidaki ¢6ziim fonksiyonunu

&, = P, X+0Q,y+r,z+s,t olmak iizere
f =1+e™= +a,e™ (4.62)

seklindeki gibi ele alalim. (4.62) ¢oztiimii (4.61)'de yerine yazarsak, (4.48) denklemin genel

¢Ozimi

1_+_ e PyX=0sy—TaZ—S4t +a ep4x+q4y+r4z+s4t
4

pje* PaX—0y Y1428t +a, pfe PyX+0gY+1aZ+8,t a,p,e PaX+0gy+IaZ+8,t p4e7 PaX—0g Y1y Z=5,t 2
u=-3 - .
—PgX=0gY—T4Z—S,t PyX+0gy+TZ+54t (4 63)
1+e +a,e

seklindedir. (4.62) ve (4.61) ifadeleri beraber kullamldigi zaman a,,p,,q,,r,,sS,
katsayilarindan olusan bir cebirsel denklem sistemi olusur. Bu denklem sistemi paket

programi yardimiyla ¢oziildiigiinde asagidaki ¢oztiim bulunur.

3p,r, p’
a, =0, s,=-Faa_Pa 4.64
4 4 20, 2 ( )
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bulunan katsayilar igin (4.62) ¢oziim fonksiyonu ve (4.58)’deki logaritmik doniistim

3p,1, _ Pa

uygulanirsa, (4.48) denklemi i¢in & = p4x+q4y+r4z+( 5 Jt olmak iizere 1-

4

soliton ¢oziimii

2
u (X, y,z,t) =i4p45ech2[%j (4.64)

olarak elde edilir.

=15 -10 -5 5 10 15

-005

-0.10

-015

Sekil 4.5. (4.64) denklemindeki ¢oziimiin p, =2, q, =—1 r, =2 degerleri i¢in ii¢ ve iki
boyutlu grafik gosterimi.

2. Durum:

(4.48) denkleminin 2- soliton ¢oziimleri elde etmek i¢in & = p,X+0Q,y+LZ+S;t ve

&, = P,X+0,Y+1,z+s,t olmak iizere asagidaki ¢6ziim fonksiyonunu

f =a,cosh(n,)+e™ +a,e™ (4.65)

kabul edelim. (4.65) ¢6ztimii (4.58)'de yerine yazarsak, (4.48) denklemin genel ¢6ziimiinii

z-s,t z+s,t

2 cosh X+ +r.z+sS.t)+ Ze* P4X=0sy—Ty +a Ze PaX+0gY+ry
3 3 3 3 3 4 4 Mg

CoSh ( PaX+ Q.Y + I,Z +S.t)+e PH %%t 4 5 oP
3 3 3 3 3 4
u=-—
i — PgX—0gy—FZ—S,t PX+0g Y+ Z+S,t 2 (466)
[ aspssinh (px+ gy +5,2+st) - p,e +a,p,e
a3 COSh ( p3X + q3y + r32 + S3t) =+ e_ P4X=0sY=T42=5,t + a4e PaX+0gy+1,Z+84t

1 X+0y Y+, Z+S,t

seklindedir. (4.66) denklemi (4.61) denkleminde yerine yazilip, gerekli tiirevler
hesaplandiginda a,a,, p;,0;,13,S;, P, 04, 1,,S, Kkatsayillarindan olusan bir cebirsel

denklem sistemi meydana gelir. Bu olusturulan denklem sistemi paket programi yardimi

ile ilgili algoritmaya gore ¢oziildiigiinde sirasiyla asagidaki ¢oztimler elde edilir.
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I.
3 3 2 3 2
a,-a, a-=a,q-= p4q4, r3=2p4q4(53_p3), s, = p4(p3_p3p4 +2S3) q4(p3—33[;3p4+253)
3

Ps 3p;
(4.67)
elde edilen katsayilar icin (4.66) ¢oziim fonksiyonu ve (4.58) logaritmik doniisiim

p,d, 2p4q4(33— pg)z

= y Iy =

2p,

uygulandiginda, (4.48) denkleminin &, = pX+ 0 y+ 3p? +5t  ve
3 3
S —pypl+2s S —3p,pZ+2s
&= P X+0Q,y+ p4(p3 PP 3)Z+q4(p3 PP 3)t olmak {izere 2- soliton
2p; 3p,
¢Ozumu
0 (%, y,2,) =3 a,p: cosh(&,)+ pie ® +a,ple® (a,pisinh(&,)+a,p,e” - pe® |
A 9 a,cosh(&,)+e™ +a,e” a,cosh(&,)+e ™ +a,e”

(4.68)

olarak elde edilir.

-10

- D 0 o = 2 e
Sekil 4.6. (4.68) denklemindeki ¢oziimin a,=-2, a,=p,=p,=2,8,=0,=-1 S;=-2
degerleri i¢in reel kismin {i¢ ve iki boyutlu grafik gdsterimi.
ii.
20(s,-p3) _(pi- p:)(as (303 + p7 )~ 4psPycl ) , 205,

a, = Ol = 1 L= 1 -
T RTRE 3p, ) 2,05 — 2,0, 3p, (4.69)
_ Pa(2popacia, +3p% (05 - i)+ pi (01 -363)) g5,
) 3( p3q4 - p4q3) 3 ps
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elde edilen katsayilar igin (4.66) ¢6ziim fonksiyonu ve (4.58) logaritmik doniisim

2% (53 - p33)

Ps

uygulandiginda, (4.48) denkleminin &y = PX+0ay + Z+s;t ve

(P2 - pi) (o (3P3 + PE)-4PaP) 20,5,
2p4q3 _2p3q4

§S_p4x+q4y+{ JZ
* ) olmak iizere 2- soliton ¢Ozimi

) p3(2p3p4q3q4+3pi(q§—qf)+p§(q§—3q§))+zq453 :
3( s, — P.Gs) 3p,

_ - _ 2
b (%y,01)=-3 agpicosh(é)wi; 5 aspssmh(é)—m? ® 470)
a,cosh(&,)+e™ a,cosh(&,)+e™
olarak bulunur.
iii.
a,=0, a,=a, r4=—2q4(s4_p“) (4.71)

3p,

bulunan Kkatsayilar i¢in (4.66) ¢oziim fonksiyonu ve (4.58) logaritmik doniisiim

2q4 (34 o pj)

Py

208 | n2a-ts & -5 )2
a,p.e” + p.e a,p,e” —p,e
u,(x,vy,zt)=-3 == A | AT 4 4.72
4( y ) [ a4e§6 +e’§6 [ aAeSEG +e’§6 J J ( )

uygulandiginda, (4.48) denkleminin ¢ozimii &, = p,X+0,Yy + Z+s,t

seklinde hesaplanir.
3. Durum:

(4.48) denkleminin soliton ¢oziimleri elde etmek icin & = pX+Qy+nKz+st ve

&, = P, X+0,Y+1,z+s,t olmak iizere asagidaki ¢6ziim fonksiyonunu
f =a,cos(n,)+e™ +a,e™ (4.73)
kabul edelim. (4.73) ¢6ztimii (4.58)'de yerine yazarsak, (4.48) denklemin genel ¢oziimiinii

—31 p12 COS( plx + qu + rlz + Slt) + pfe— P4X—0yY—r4Z—S,t + 3.4 pje PaX+0yY+yZ+S,t

a4 COS( pxX+Qy+nz+ Slt) 4+ @ Py TzoSt ae P4X+0gY+T,Z+S,t
1= 2 (4.74)
(_al P sin ( pX+Qy+rz+ Slt) -pe PaX—GaY=faz=st a,p,e PAX+0aY+1,Z+5,t )

31 COS( plx + qu + rlZ + Slt) +e P4X—=04y—1aZ=S,t + a4e PaX+0y Y +raZ+S4t
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seklindedir.  (4.74) ve (4.61) ifadeleri igin  gerekli islemler yapilirsa
a,a,, p,0,n,S, P, q,1,,S, katsayilarindan olusan denklem sistemi elde edilir. Bu elde
edilen denklem sistemi ilgili algoritmaya gore ¢oziildiiglinde sirasiyla asagidaki ¢oziimler

elde edilir.

I, 3p,r,
Oy =gy, Py =ip,, S =ip;+ 2'2‘41, S, = p§+2pT“4“ (4.75)
hesaplanan katsayilar i¢in (4.74) ¢oziim fonksiyonu ve (4.58) logaritmik doniisiim

. . . r,
uygulandiginda, (4.48) denkleminin ¢6ziimii 57=|p4x+|q4y+rlz+(|pf+%} ve

4

olmak iizere & = p,X+0Q,y+T, Z+(p4 Zp(; ]
4

_ . _ 2
U (X, y,2,t) =3 a,p; cosh(&; )+ pse ™ +a,p,e” _£a1p43|nh(§7)— e +a4p4e58]

a cosh(&, )+e™ +a,e” a cosh(&,)+e™ +a,e”
(4.76)
olarak bulunur.

il p,(r,+q,(p? + p?
quM, h=- 4<4 4( - 4))1 Slzlpl(p12+3[pf+r_4J\J, K _p T 17 (477)
Py P 2 a, 29,

elde edilen katsayilar icin (4.74) ¢oziim fonksiyonu ve (4.58) logaritmik doniisiim

uygulandiginda, (4.48) denkleminin ¢cozimi
P, (r+a, (P + Py
& =pX— p:)q“' y— 4( ! 4p( : : )) z +{% p{ pf +3( pf +£]Dt olmak tizere
1 1 4

Us (X, y,2,t)=-3

—a,p; cos(&, )+ pie ™ +a,pie” [ p,sin(&)- p,e ™ +a,p,e” ’
a,cos(&,)+e ™ +a,e” a,cos(&)+e ™ +a,e”

(4.78)

olarak bulunur.

. pl(pf+p§)(qf+QE)+r4}

2, =0, r= Pids ~ PuCh s, = 3Pa+3Pip 43P0+ Pid ~3P: (4 70)
Gs 29,
Py (4PE Pyt + P} (307 + 07 ) 3P, +3p, (7 (6 +7 ) +aur,))

2q4 ( pa, — p4q1)

Slz
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hesaplanan katsayilar ic¢in (4.74) ¢oziim fonksiyonu ve (4.58) logaritmik doniisiim

uygulandiginda, (4.48) denkleminin ¢cozimil
3 2 2 3
511 — p4x+q4y+ r4z _ 3p1q1 +3p4 p1q1 +3p1 p4q4 + p4q4 —3p4r4 t ve
2q,
P (P +pi) (6 +a0)
' p1q4 - p4q1 )
510 =P X+Qy+ z .
d, olmak uzere

P (4p: P + pi (367 +ai) ~3par +3p. (i (6 +ai )+ )

+
20, (p,a, — P,0;)

u, (X, Y, Z,t) -3 _a1 p12 005(510)+ pfefn _L_ai pl sin (glo)_ p4e‘§11

8, cos(&,)+e a,cos(&, ) +e J (4.80)

seklinde bulunur.

iv.

. . . 3p,r, 3p,r,
a,=0,q,=iq,, p,=ip,, 51:|p2+%, S4=pf+h

q, 2q,
(4.81)
elde edilen katsayilar icin (4.74) ¢oziim fonksiyonu ve (4.58) logaritmik doniisiim

uygulandiginda, (4.48) denkleminin ¢oziimii &£, =ip,x+ig,y +rz +[ipj +%)t

4

Us(xy,z,t)=-3 (4.82)

a,p, cosh(&,)+pe ™ [ap,sinh(&,)-pe 2
a, cosh(&,)+e™ a, cosh(&,)+e™

seklinde hesaplanir.

Sekil 4.7. (4.82) denklemindeki ¢Ozimin & =-2, p,=p,=2,0,=-1Lr=r=1

degerleri i¢in sanal kismin {i¢ ve iki boyutlu grafik gdosterimi.
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Lineer olmayan (3+1)-boyutlu soliton denkleminin elde edilen farkli fonksiyonlara gére
tim soliton ¢o6ziimleri igin literatiir arastirmast yapildiginda Sulaiman vd. 2020
makalesindeki (28) nolu soliton ¢oziim ile bizim elde ettigimiz (4.78) soliton ¢6ziimii, ve
(38) nolu soliton ¢6ziim ile bizim elde ettigimiz (4.76) soliton ¢oziimi benzerlik
gostermektedir. Hirota bilineer yontemiyle farkli fonksiyonlara karsilik gelen diger soliton
¢oziimler ise literatiirde yer almayan soliton ¢éziimler olup, bunlarin ele alinan denklemin
farklt soliton ¢oziimleri oldugunu soyleyebiliriz. Ayrica elde edilen biitiin soliton

¢oziimlerin (3+1)-boyutlu soliton denklemi sagladig1 kontrol edilmistir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tez ¢alismasinda kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin, 1- soliton, 2-soliton ve
¢oklu soliton ¢oziimlerinin elde edilmesini saglayan literatiirde oldukga fazla uygulamasi
ve direkt bir yontem olan Hirota bilineer yontemi incelenmistir. Uygulamasi yapilan bu
yontemin farkli soliton ¢oziimleri elde edilirken ele alinan fonksiyonun nasil alinmasi
gerektigini belirlemek igin literatiirdeki bir¢ok calismanin sonuglar1 incelenmistir. Diger
yandan elde edilen soliton ¢oziimlerin sadelestirilmesi sonucunda baska soliton formlarina
dontigiip doniismedigi de irdelenmistir. Elde edilen farkli soliton ¢6ziimlerle incelenen
denklemlerin fiziksel davraniglarinin anlagilmasinin daha kolay olacagi diisiiniilmektedir.
Uygulamas: yapilan Hirota bilineer yonteminin literatiirde yer alan direkt ¢6ziim
yontemlerine gére olduk¢a avantajli oldugu durumlar s6z konusudur. Ayrica yontemin bazi
denklem siniflarina uygulanirken keyfi uygulamalar yapildigi ve bunlarin hatali sonuglara
sebep oldugu goriilmiistiir. Yonteme gore farkli ¢oziim fonksiyonlar ele alinarak lineer
olmayan diferansiyel denklemlerin farkli soliton ¢6ziimlerinin bulunmasi hedeflenmis ve
bu sayede incelenen denklemlerin 1- soliton, 2- soliton ve ¢oklu soliton ¢éztimleri elde

edilmistir.

Ele alinan (4.17), (4.21), (4.31) ve (4.40) ¢oziim fonksiyonlar: ile lineer hale
getirilen, lineer olmayan diferansiyel denklemlerin Hirota D-operatorleri karsiliklar
hesaplanmig ve olusturulan cebirsel denklem sistemlerinin uygun algoritmaya gore
coziilmesiyle ¢oziim fonksiyonlarindaki yer alan belirlenmesi gereken katsayilar
belirlenmistir. Daha sonra belirlenen degerlere gore ¢6ziim fonksiyonlarinin simiflart
olusturulmustur. Elde edilen sonuclarin denklemleri saglayip, saglamadigi kontrol

edilmistir.

Y Ontemin uygulamasina gegmeden Once ele aldigimiz her iki denklemin lineer hale
getirilmesi i¢in logaritmik doniisiimden faydalanilmistir. Logaritmik doniisiimde yer alan
R degerini yontem algoritmasina uygun islemler yaparak tespit edilmistir. Literatiirdeki

bir¢ok ¢aligmada bu R degerinin belirlemesi ayrint1 olarak ifade edilmemistir.

Hirota bilineer yontemi sirasiyla (3+1)-boyutlu genellestirilmis KP denklemi ve
(3+1)-boyutlu soliton denklemlerine uygulanmis ve elde edilen soliton c¢oziimlerin

literatiirdeki ¢oziimlerden farkli ve yeni soliton ¢6ziimler oldugu tespit edilmistir.
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Elde edilen soliton ¢oziimlerin, hareketli dalga ¢esitlerine karsilik geldigi bazi
durumlar bulunmaktadir. Farkli soliton c¢esitlerine karsilik gelen bu ¢oziimlerin doga
bilimlerindeki hangi fiziksel olaylara karsilik geldigini anlayabilmek icin, elde edilen
soliton ¢oziimlerin iki ve ii¢ boyutlu grafikleri uygun katsayilara gore paket program
yardimiyla ¢izilmistir. Bu sayede farkli soliton ¢oziimlerin fiziksel davraniglarinin
hakkinda ayrintilt bilgi sahibi olunmustur. Farkli bilim insanlar1 kendi ¢aligma alanlarina
gore ele almman bu katsayilari degistirerek, farkli fiziksel davranis gosterip
gostermediklerini inceleyebilirler. Cizilen grafikler incelendiginde soliton ¢oéziimlerin
farkli oldugu gortlmistiir. Bunlar karanlik, aydinlik, tekil, diizensiz, kararli olmayan
solitonlar olarak soylenebilir. Literatiire incelendiginde, daha farkli solitonlarin 6rnegin
kompakton, nematikon ve oskilon gibi var oldugu ve bunlar1 elde edebilmek igin ¢oziim
fonksiyonlarmin degistirilmesi gerektigi anlasilmaktadir. Biz elde edilen solitonlarin
sadece fiziksel davranislarini gosterdik. Istenildigi takdirde elde edilen soliton ¢oziimlerin
hangi soliton g¢esidine ait oldugu belirlenebilir. Bu sayede, anlamli ve hangi olaylarin
sonuglarina karsilik geldigi daha iyi agiklanabilir. Eger ele alinan ¢oziim fonksiyonlarinin
daha c¢esitli durumlart olusturulabilirse, bu takdirde Hirota bilineer ydnteminin

uygulanabilecegi farkli ve daha genel ¢6ziim fonksiyon siniflari gelistirilebilir.
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