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ÖZET 

Bu tez çalışmasında, lineer olmayan kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin analitik 

çözümlerinin belirlenmesine olanak sağlayan geliştirilmiş F-açılım yöntemi ele alınmıştır. 

Bu yöntem geliştirilerek yeni versiyon geliştirilmiş F-açılım yöntemi ile yeni tip geliştirilmiş 

F-açılım yöntemi önerilmiştir. Ayrıca nümerik bir yöntem olan varyasyonel iterasyon 

yöntemi ele alınmıştır. Bu yöntemler, lineer olmayan kesirli mertebeden diferansiyel 

denklemlere uygulanmış ve literatürde yer almayan yeni ve farklı yürüyen dalga çözümleri 

bulunmuştur. Elde edilen yeni çözüm fonksiyonlarının iki ve üç boyutlu grafikleri ile 

davranışları incelenmiştir. 

Anahtar Kelimeler: Geliştirilmiş F-açılım yöntemi, Yeni versiyon geliştirilmiş F-açılım 

yöntemi, Yeni tip geliştirilmiş F-açılım yöntemi, Varyasyonel iterasyon yöntemi, Lineer 

olmayan kesirli mertebeden diferansiyel denklemler, Jakobi eliptik fonksiyon çözümleri.  
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ABSTRACT 

In this thesis, an improved F-expansion method which allows the analytical solution of 

nonlinear fractional order differential equations to be determined is discussed. By developing 

this method a new version of improved F-expansion and a new type of improved F-

expansion method are proposed. In addition, variational iteration method, which is a 

numerical technique, is considered. These methods have been applied to nonlinear fractional 

differential equations and new and different travelling wave solutions which are not shown 

in the literature have been found. Furthermore, two and three dimensional graphics of the 

obtained new solution functions is examined.  

Keywords: Improved F-expansion method, A new version of improved F-expansion, A new 

type of improved F-expansion method, Variational iteration method, Nonlinear 

differential equations of fractional order, Jacobi elliptic function solutions. 
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1. GİRİŞ 

Leibniz ve L’Hospital tarafından ilk kez 1695 yılında kesirli mertebe türev kavramı 

ortaya atılmıştır [1]. Daha sonra Liouville, Riemann, Abel ve diğer matematikçiler 

kesirli mertebe kavramı üzerine çalışmalar yapmışlardır. 1772 yılında J. L. Lagrange 

tam sayı mertebeli diferansiyel operatörler için üstlerin bir kuralını geliştirerek, 

belirli şartlar altında bu tamsayı mertebeli diferansiyel operatörler için bulunan 

sonucun keyfi seçimlere dönüşebileceğini söylemiştir [2]. İlk olarak P. S. Laplace 

1812 yılında kesirli türevin tanımını detaylı ortaya koymuştur [3]. S. F. Lacroix 1819 

yılında Gama fonksiyonunun genelleştirilmiş halini kullanarak, tamsayı olmayan 

mertebeden türevi formüle etmiştir [4]. Lacroix’in elde ettiği bu sonuçlar bugün hala 

kullanılan Riemann-Liouville kesirli türev gösterimiyle aynıdır. Liouville kesirli 

mertebeden türevin iki değişik tanımını ortaya koymuştur. [5]. Daha sonra M. Caputo 

“Caputo kesirli türevi” olarak bilinen farklı bir kesirli mertebeden türev tanımını ifade 

etmiştir. [6]. Aslında bu türev tanımı Riemann-Liouville kesirli türeviyle bağlantı 

kurarak klasik anlamda kesirli mertebeden türevlerin başlangıç şartlarını ifade eder. 

Kesirli mertebeden türev ve integral kavramları, klasik türev ve integral 

kavramlarının genelleştirilmesidir. Aslında kesirli mertebeden türev ile ifade edilmek 

istenen aslında herhangi bir mertebeden türevdir. 

Son zamanlarda ise kesirli mertebeden türev hesaplamaları birçok alanda ortaya çıkan 

problemlerin çözümlerini elde etmek için kullanılmıştır. Yapılan çalışmalarda kesirli 

mertebeden problemlerin oluşturulması, oluşturulan problemlerin analitik ve yarı 

analitik çözümleri ile sayısal çözümlerinin elde edilmesi bilim insanları arasında 

büyük bir ilgi uyandırmıştır. Bu çözümlerin elde edilmesi için farklı yöntemlerin 

geliştirilmesi ve uygulanması büyük önem arz etmektedir. En son yapılan 

araştırmalar incelendiğinde, kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin 

çözümlerinin bulunması üzerine olduğu gözlenmiştir. 

Kesirli mertebeden diferansiyel denklemler; fizik, kimya, biyoloji, uygulamalı 

bilimler, kontrol teorisi, finans, sinyal işleme, sistem tanımlama, sürekli ortamlar 

mekaniği, viskoelastisite, elektromanyetik, elektrik kontrol teorisi, olasılık ve 

istatistik, optik fiber, mekanik mühendisliği, hidrodinamik, termodinamik, ısı 
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transferi, katı hal fiziği, kesirli dinamik gibi birçok alanda karşılaşılan problemleri 

oluşturan olayları ifade etmek için kullanılır. Aynı zamanda bu tarz denklemler 

fiziksel olayların yorumlanması ve aydınlatılmasına katkı sağlamaktadır. 

Genel olarak, bir kesirli mertebeden kısmi türevli diferansiyel denklem için kesin 

(tam) bir çözüm elde edilebilmesini sağlayan herhangi bir yöntem mevcut değildir. 

Bu tarz denklemler için yaklaşık çözüm yöntemlerinden bazıları sonlu farklar 

yöntemi [7], sonlu elemanlar yöntemi [8], diferansiyel dönüşüm yöntemi [9], 

Adomian ayrıştırma yöntemi [10], değişim iterasyon yöntemi [11], Homotopy 

pertürbasyon yöntemi [12] ve lineerleştirme yöntemi şeklindedir.  

Son zamanlarda, Zhang lineer olmayan kesirli mertebeden kısmi türevli diferansiyel 

denklemlerin yürüyen dalga çözümlerini aramak için kesirsel alt denklemi adı verilen 

yeni bir yöntemi tanıttı [13]. Bu yöntem homojen denge prensibine [14] ve Jumarie 

tarafından önerilen modifiye edilmiş Riemann-Liouville türevine dayanır [15, 16]. 

Zhang ve arkadaşları bu kesirsel alt denklem yöntemini kullanarak, lineer olmayan 

zaman kesirli biyolojik nüfus modeli ve (4 + 1)-boyutlu uzay-zaman kesirli Fokas 

denkleminin yürüyen dalga çözümlerini başarılı bir şekilde elde ettiler. Daha sonra, 

Guo ve ark. [17] ve Lu [18] Zhang'ın geliştirdiği yöntemi kullanarak bazı lineer 

olmayan kesirli mertebeden kısmi türevli diferansiyel denklemlerin tam çözümlerini 

elde ettiler. Zhenya, jakobi eliptik fonksiyonları kullanarak kesirli mertebeden 

diferansiyel denklemlerin analitik çözümlerini bulmuştur [19]. Pandir ve ark. [20] 

genişletilmiş deneme denklem yöntemini kullanarak, bazı kesirli mertebeden 

genelleştirilmiş diferansiyel denklemlerin yeni tam çözümlerini buldular. Pandir ve 

Gurefe [21] genişletilmiş deneme yönteminin yeni bir versiyonunu önererek, 

genelleştirilmiş Zakharov-Kuznetsov denkleminin yeni tam çözümlerini belirlediler.  

Literatürde var olan F-açılım yöntemi [22, 23], geliştirilmiş F-açılım yöntemi [24-

26], modifiye edilmiş F-açılım yöntemi [27], genişletilmiş F-açılım yöntemi [28-30] 

ve genelleştirilmiş F-açılım yöntemi [31] gibi yöntemler incelenmiştir. Bu 

yöntemlerin daha da geliştirilerek, kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin 

dalga çözümlerinin daha genel bir halinin bulunacağı kanaatine varılmıştır. 
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Bu tez çalışmasının ikinci bölümünde, F-açılım yönteminden hareketle kesirli 

mertebeden lineer olmayan diferansiyel denklemlerin analitik çözümlerini elde 

etmek için farklı yöntemler geliştirilmiştir. İlk önce geliştirilmiş F-açılım yöntemi 

incelenmiştir. Daha sonra bu yöntemden yeni versiyon geliştirilmiş F-açılım yöntemi 

ile yeni tip geliştirilmiş F-açılım yöntemi geliştirilmiştir. Geliştirilen bu yeni 

yöntemler daha önce literatüre sunulan yöntemlere kıyasla farklı ve yeni çözümler 

elde edilmesine olanak sağlamıştır. Ayrıca bu bölümde nümerik yöntemlerden olan 

Varyasyonel iterasyon yöntemi de verilmiştir. Kesirli mertebeden diferansiyel 

denklemlere varyasyonel iterasyon yöntemini ilk kez J. H. He uygulamıştır [32]. 

Bu tez çalışmasının üçüncü bölümünde; geliştirilmiş F-açılım, yeni versiyon 

geliştirilmiş F-açılım ve yeni tip geliştirilmiş F-açılım yöntemleri< sırasıyla zaman 

kesirli Gardner [33], uzay ve zaman kesirli sine-Gordon [34] ve uzay ve zaman 

kesirli kübik Schrödinger denklemlerine [35] uygulanmıştır. Bu problemler için 

farklı tekli ve birleşik dejenere olmayan Jakobi eliptik fonksiyon çözümleri 

bulunmuştur. Yeni versiyon geliştirilmiş F-açılım yönteminden elde edilen sonuçlar 

geliştirilmiş F-açılım yöntemine göre daha genel ve farklı çözümler elde edilmesini 

sağlamıştır. Yeni tip geliştirilmiş F-açılım yönteminden bulunan sonuçlar ise hem 

geliştirilmiş F-açılım yönteminden hem de yeni versiyon geliştirilmiş F-açılım 

yönteminden elde edilen sonuçlardan farklı ve yeni çözümler bulunmasını 

sağlamıştır. Ayrıca elde edilen bu farklı çözüm fonksiyonlarının davranışlarını 

anlayabilmek için Mathematica paket programı yardımıyla üç ve iki boyutlu 

grafikleri çizilmiştir. 

Bu tez çalışmasının dördüncü bölümünde ise varyasyonel iterasyon yöntemi lineer 

olmayan zaman kesirli Gardner denklemine uygulanmıştır. Bu denklemin yaklaşık 

çözümü elde edilmiştir.  

Bu tez çalışmasının sonuç bölümünde geliştirilmiş F-açılım, yeni versiyon 

geliştirilmiş F-açılım ve yeni tip geliştirilmiş F-açılım yöntemleri yardımıyla bazı 

lineer olmayan kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin yeni ve farklı yürüyen 

dalga çözümlerinin elde edildiği ve bu çözümler incelendiğinde ise geliştirilen 

yöntemlerin lineer olmayan kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin dalga 

çözümlerini bulmak için kararlı ve etkin oldukları beyan edilmiştir. Ayrıca ele alınan 
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nümerik yöntemin de yaklaşık çözümlerin bulunmasında etkin olduğu ifade 

edilmiştir. 

1.1. Temel Tanımlar 

Bu bölümde kesirli mertebeden türev, integral ve kesirli mertebeden diferansiyel 

denklemlerin tanımları ve özellikleri verilmiştir. Ayrıca, Jakobi eliptik fonksiyonlarla 

ile ilgili temel kavramlar verilmiştir.  

Tanım 1.1: 0, 1 , , ,s n s n n p s        ve x c  olmak üzere  f x  

fonksiyonunun s  kesirli mertebeden Riemann-Liouville anlamında türevi 

 
 

 11
( ) ,

xn
s n s

c x n

c

d
D f x x t f t dt

n s dx

  
               (1.1) 

şeklinde ifade edilir [36]. 

Tanım 1.2: 0, 1 , ,s n s n n s        ve x c  olmak üzere  f x  

fonksiyonunun s  kesirli mertebeden Riemann-Liouville anlamında integrali 

   
 

 11
( ) ,

xs
s s s

c x s

c

d f
J f x D f x x t f t dt

dx s


 


                     (1.2) 

şeklinde gösterilir. 

Tanım 1.3: 1 , ,n n n        olmak üzere  

 
 

   
1

1
,

( )

nt

C

a t n

a

f
D f t d

n t








   
                    (1.3) 

şeklinde tanımlanan türeve   kesirli mertebeden Caputo türevi denir. 

Tanım 1.4:   kesirli mertebeden modifiye edilmiş Riemann-Liouville türevi  
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   
    

  

0

( )
( )

1
( ) 0 , 0 1

1

, 1

t

t

n
n

d
t f f d

dtD f t

f t n n







   









     


  


             (1.4) 

şeklinde tanımlanır [15,16]. 

Tanım 1.5:   kesirli mertebeden modifiye edilmiş Riemann-Liouville türevi ile 

ilgili bazı özellikler aşağıdaki gibidir. 1 2, ,c c c  ler keyfi sabit olmak üzere 

a)
 

 

1
, 0

1

r r

t

r
D t t r

r

 




 

 
  

                  (1.5) 

b)      . ,t tD c f t c D f t                             (1.6) 

c)         1 2 1 2. . ,t t tD c f t c g t c D f t c D g t                    (1.7) 

Tanım 1.6: u  bilinmeyen bir fonksiyon, D
 u ’nun kesirli mertebeden kısmi türevi 

ve   u ’nun bir polinom ifadesi olmak üzere en genel lineer olmayan kesirli 

mertebeden kısmi türevli diferansiyel denklem

 2 2, , , , , , 0, 0 , 1t x t t x xu D u D u D u D D u D u                         (1.8) 

şeklinde tanımlanır. 

1.2. Jakobi Eliptik Fonksiyonlar 

Birinci tip eliptik integral 

 
2 2

0

, , 0 1
1 sin

d
m m

m




 


    


              (1.9) 

şeklinde tanımlanan integrale denir. Bu gösterime integralin Legendre formu da 

denir. Burada  ,  ’nun genliğidir ve  am   ile gösterilir. m  ise  ’nun 

modülü olarak isimlendirilir. Gerekli dönüşümler altında, birinci tip eliptik integralin 
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 
  2 2 2

0

, ,
1 1

x
dv

m x
v m v

 
 

             (1.10) 

şeklinde Jakobi biçimi elde edilir.  am   olduğundan, bu takdirde 

 sinx am  olarak ifade edilir. Buradan Jakobi eliptik fonksiyonların tanımı 

aşağıdaki gibi verilir.  

           , , , , , .sn m sn cn m cn dn m dn          

Diğer Jakobi eliptik fonksiyonlar aşağıdaki gibi tanımlanır. 

 
 

1
ns

sn



 ,   

 

1
nc

cn



 ,  

 

1
nd

dn



 ,  

 

 

sn
sc

cn





 , 

 
 

 

cn
cs

sn





 ,  

 

 

sn
sd

dn





 ,  

 

 

dn
ds

sn





 ,  

 

 

cn
cd

dn





 , 

 
 

 
.

dn
dc

cn





     

Jakobi eliptik fonksiyonların bazı önemli özdeşlikleri aşağıdaki gibi ifade edilmiştir. 

   2 2 1sn cn   ,    2 2 2 1m sn dn   ,    

 
 

 
2

1 2
,

1 2

cn
sn

dn











   

 

 

 

1 2

1 2

sn dn cn

cn cn

  

 





,               (1.11) 

   cn cn   ,       sn sn    ,      .dn dn         

Jakobi eliptik fonksiyonların türevleri   değişkenine göre aşağıdaki şeklinde yazılır. 

      'sn cn dn   , 

      'cn sn dn    ,            (1.12) 

      2' .dn m sn cn                         
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2. KULLANILAN ANALİTİK VE NÜMERİK ÇÖZÜM 

YÖNTEMLERİ 

Bu bölümde ilk önce literatürde var olan geliştirilmiş F-açılım yöntemi tanıtılmıştır. 

Bu yöntemin yeni bir versiyonu olan yeni versiyon geliştirilmiş F-açılım yöntemi 

ifade edilmiştir. Daha sonra önerilen bu yöntemin geliştirilmesiyle yeni tip 

geliştirilmiş F-açılım yöntemi verilmiştir. 

Ayrıca bu bölümde nümerik bir yöntem olan Varyasyon iterasyon yöntemi ifade 

edilmiştir. Bu yöntemin ifade edilmesiyle analitik yöntem ile nümerik yöntem 

karşılaştırılması yapılmıştır. 

2.1. Geliştirilmiş F-Açılım Yöntemi 

Bu bölümde, literatürde tanımlı olan geliştirilmiş F-açılım yönteminin ana hatları 

tanıtılmıştır. , , , ,x y z t  (zaman) bağımsız değişkenler olmak üzere bir lineer 

olmayan kesirli mertebeden diferansiyel denkleminin en genel halini 

 , , , , , , 0, 0 , 1t x t t t x x xu D u D u D D u D D u D D u              (2.1) 

şeklinde ele alalım. Burada ,K L  sabitler, u  bilinmeyen fonksiyon ve   ise u ’ nun 

polinomu ve onun kesirli mertebeden diferansiyel denklemidir. Yürüyen dalga 

dönüşümü 

   
,

1 1

Kx Lt 


 

 
   

               (2.2) 

için    ,u x t u   bağıntısı kullanılmıştır. (2.1) denklemine bu tanımlanan yürüyen 

dalga dönüşümü uygulanıp gerekli kısmi türevler denklemde yerine yazıldığında 

 , , , , 0,u u u u                    (2.3) 



8 

 

şeklinde bir adi diferansiyel denklem elde edilir. (2.3) denklemindeki  u   çözüm 

fonksiyonu  

     
 

 
0

1

,
N

i i

i i i i
i

F
u a a F b F c

F


  







  
    

  
             (2.4) 

şeklindedir. Buradaki  0 , , , 1, 2, ,i i ia a b c i N  katsayıları daha sonra belirlenecek 

katsayılardır. Ayrıca F fonksiyonunu  

     2 4 2 ,F PF QF R                    (2.5) 

şeklinde tanımlı birinci mertebeden adi diferansiyel denklemin uygun ,P Q  ve R  

sabitlerine göre elde edilen bir Jakobi eliptik fonksiyon çözümü olarak alalım. (2.4) 

denkleminde bulunan N  sayısı (2.3) ifadesinde bulunan lineer olmayan yüksek 

dereceden terim ile en yüksek mertebeden türev içeren terim arasında kurulan denge 

(balans) ile belirlenir. (2.3) denkleminde bulunan ilgili terimler; (2.4) ve (2.5) 

denklemleri yardımıyla F  ve F   türünden ifade edilen 

     

      
          
          

3

2

4 2 5 3 2

5 2 4 2 2

2 ,

6 ,

24 20 12 ,

120 60 12 ,

F PF QF

F PF Q F

F P F PQF Q PR F

F P F PQF Q PR F

  

  

   

   

  


  


  


   



     (2.6) 

eşitlikleri hesaplanır. Hesaplanan ilgili terimler (2.3) denkleminde yerlerine yazılır. 

Ortaya çıkan polinom F  ve F   fonksiyonlarına bağlıdır. Bu ifadeyi bir sıfır 

polinomu olarak düşünüp, bu polinomdaki F  veya F   fonksiyonlarının oluşturduğu 

terimlerin katsayıları sıfıra eşitlenerek bir cebirsel denklem sistemi elde edilir. 

Mathematica paket programı yardımıyla elde edilen cebirsel denklem sistemi 

çözülüp, belirlenmesi gereken  0 , , , 1, 2, ,i i ia a b c i N  ve ,K L  katsayıları bulunur. 
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Elde edilen bu katsayılar (2.4) çözümünde yerlerine yazılarak  u   şeklinde Jakobi 

eliptik fonksiyon içeren periyodik ve dejenere olmayan soliton çözümler elde edilir. 

2.2. Yeni Versiyon Geliştirilmiş F-Açılım Yöntemi 

Bu bölümde (2.1) de belirtilen geliştirilmiş F-açılım yöntemindeki çözüm 

fonksiyonuna ilave bir terim ekleyerek, çözüm fonksiyonunu genişletmeyi 

amaçladık. Bu yöntemin adını da yeni versiyon geliştirilmiş F-açılım yöntemi olarak 

adlandırdık. (2.4) denklemine 
 

 

i

i

F
d

F




 terimini ekleyerek aşağıdaki çözüm 

fonksiyonunu yazabiliriz. 

     
 

 

 

 
0

1

,

iN
i i

i i i ii
i

F F
u a a F b F c d

F F

 
  

 





  
     

  
        (2.7) 

 0 , , , , 1, 2, ,i i i ia a b c d i N  katsayıları daha sonra belirlenecektir. Ayrıca 

F fonksiyonunu (2.5) denklemindeki uygun ,P Q  ve R  sabitlerine göre elde edilen 

bir Jakobi eliptik fonksiyonunu ifade etmektedir. (2.7) denkleminde bulunan 𝑁 sayısı 

bir önceki bölümde ifade edildiği gibi (2.3) ifadesinde bulunan lineer olmayan 

yüksek dereceden terimle en yüksek mertebeden türev içeren terim arasında kurulan 

denge (balans) ile belirlenir. (2.3) denkleminde lineer olmayan en yüksek dereceden 

terimi  
 

p
k

r

k

d u
u

d






 
 
 

 ve en yüksek mertebeden türev içeren terimi 

 
 n

m

n

d u
u

d





 olarak alalım.  n k  olmak üzere  u u   çözümü 

   
N

Nu B F         (2.8) 

şeklinde kabul edildiğinde,  F   fonksiyonun türevi 

   
q

qF C F         (2.9) 
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olarak verilmiş olsun. Dengelenen terimleri 

 
 

 
 

,

p
k n

r m

k n

d u d u
u u

d d

 
 

 

 
 

 
           (2.10) 

şeklinde gösterirsek, 

 
 

        1 2 2

n
m Nm N nq nr n

N qn

d u
u B F C N N q N q N nq n F

d


  



 
         

      1 2 2
Nm N nq nm n

N qB C N N q N q N nq n F 
  

         

 
 

          1 2 2

p
k

p
r Nr N kq kr kp

N qk

d u
u B F C N N q N q N kq k F

d


  



  
        

 

             1 2 2
p Nr Np kqp kpr kp

N qB C N N q N q N kq k F 
  

          

işlemlerinden sonra dengeleme bağıntısı 

,Nm N nq n Nr Np kqp kp          (2.11) 

olarak elde edilir. Bu bağıntıdan ilgili parametreler  , , , , ,k m n p q r  yerine 

yazıldığında balans için gerekli olan N  sayısı belirlenmiş olur. 

Bulunan N  sayısı (2.7) de yerine yazılıp, elde edilen fonksiyon ve bu fonksiyonun 

ilgili türevleri (2.3) denkleminde yerine yazılır. F  ve F   fonksiyonlarına bağlı olan 

polinomun sıfıra eşitlenmesi ile bir cebirsel denklem sistemi oluşturulur. 

Mathematica programında yazılan koda istinaden bu cebirsel denklem sistemi uygun 

yöntemler kullanılarak çözülüp,  0 , , , , 1, 2, ,i i i ia a b c d i N  ve ,K L  katsayıları 

elde edilir. Elde edilen bu katsayılar (2.7) çözüm fonksiyonunda yerlerine yazılarak 

 u   şeklinde Jakobi eliptik fonksiyon içeren tek ve birleştirilmiş dejenere olmayan 

yeni jakobi eliptik fonksiyon çözümleri bulunur. 
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2.3. Yeni Tip Geliştirilmiş F-Açılım Yöntemi 

Bu bölümde yeni versiyon geliştirilmiş F-açılım yönteminde belirtilen (2.7) 

denklemindeki yeni çözüm fonksiyonunun daha geniş çözümlerin elde edilebilmesi 

için çözüm fonksiyonuna ilave terim eklenilmesi düşünülmüştür. Çözüm 

fonksiyonuna ilave terimin eklenmesiyle oluşan yeni yöntemin adına “yeni tip 

geliştirilmiş F-açılım yöntemi” denilmiştir. (2.7) denklemine 
   

i

i

e

F F 
 terimini 

ekleyerek aşağıdaki çözüm fonksiyonunu  

     
 

 

 

     
0

1

,

iN
i i i

i i i ii i
i

F F e
u a a F b F c d

F F F F

 
  

   





  
      

   
    (2.12) 

yazabiliriz. Yeni çözüm fonksiyonunda yer alan  0 , , , , , 1,2, ,i i i i ia a b c d e i N  

katsayıları sonra belirlenecektir. Yine F fonksiyonu (2.5) denklemindeki uygun ,P Q  

ve R  sabitlerine göre elde edilen bir Jakobi eliptik fonksiyonu olarak kabul 

edilmektedir. (2.12) denkleminde bulunan N  sayısı balans prosedürü ile belirlenir. 

Balans prosedürü bölüm 2.2’de ifade edildiği gibi aynı bağıntı kullanılarak 

hesaplanır. Hesaplanan N  sayısı (2.7) de yerine yazılıp elde edilen yeni çözüm 

fonksiyonu ve bu fonksiyonun ilgili türevleri hesaplandığında F  ve F   

fonksiyonlarına bağlı olan bir cebirsel denklem sistemi meydana getirilir. 

Mathematica programında oluşturulan kodlar ile bu cebirsel denklem sistemi uygun 

yöntemler kullanılarak çözülür ve  0 , , , , , 1,2, ,i i i i ia a b c d e i N  ile ,K L  

katsayıları belirlenmeye çalışılır. Belirlenen bu katsayılar (2.12) çözüm 

fonksiyonunda yerlerine yazılarak  u   şeklindeki Jakobi eliptik fonksiyon içeren 

çoklu dejenere olmayan yeni jakobi eliptik fonksiyon çözümleri bulunur. 

 

2.4. Varyasonel İterasyon Yöntemi 

 

Bu bölümde nümerik bir yöntem olan varyasyonel iterasyon yöntemini 

tanıtacağız. Kesirli mertebeden diferansiyel denklemlere varyasyonel iterasyon 

yönteminin uygulanmasını aşağıdaki şekilde ifade edebiliriz. L  herhangi bir 
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diferansiyel denklemde bulunan en yüksek mertebeden türev operatörünü, N  lineer 

olmayan operatörü ve  ,g x t  sürekli bir fonksiyonu temsil etmek üzere, 

 
     

,
, , , , 0

u x t
Lu x t Nu x t g x t t

t






   


   (2.13) 

kesirli mertebeden bir diferansiyel denklemi ele alalım. 
jc  ler sabitler ve

1m m    kesirli mertebeden türevi göstermek üzere bu denklemin başlangıç 

şartlarını 

 ,0 , 0,1, , 1j

ju x c j m       (2.14) 

şeklinde ifade edelim. Bu nümerik yöntemin işleyişi, verilen (2.13) denklemine ait 

bir düzeltme fonksiyoneli oluşturmaktır. Varyasyon teorisi gereğince,   Lagrange 

çarpanı ve ku  kısıtlanmış varyasyon olmak üzere, bu düzeltme fonksiyoneli  

     
 

     1

0

,
, , , , , ,

mt

k

k k k km

u x
u x t u x t Lu x Nu x g x d


     




  
      

   
  

  (2.15) 

şeklinde ifade edilir.   varyasyonel operatör olmak üzere, düzeltme fonksiyoneli ku

’ya göre sabit alındığında ve 0kNu   olarak kabul edildiğinde, 

     
 

     1

0

,
, , , , , ,

mt

k

k k k km

u x
u x t u x t Lu x Nu x g x d


        




  
      

   
   

                   (2.16) 

bulunur. (2.16) denkleminden hareketle gerekli düzenlemeler yapılırsa 

   
 

     1

0

, , 0,

mt

k

k k k km

u
u x t u x t Lu Nu g d

 
         




  
       

   
  
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 
 

     
0

, 0,

mt

k

k k km

u
u x t Lu Nu g d

  
          



  
       

   
  

 
 

     
0

, 0,

mt

k

k k km

u
u x t Lu Nu g d

  
          



  
        

   
  

     
 

   
0

, , , 0,

mt

k k km
u x t Nu x t u x t d

 
       



  
      

   
  

    
 

   
0

1 , , 0,

mt

k km
u x t u x t d

 
      



  
      

   
   

elde edilir. Buradan  1 0    ve 
 

  0

m

m

 
 




 


 olmak üzere Lagrange 

çarpanı   

  

 
 

  

( 1)

1, 1

, 2

1 , 2
1 1

m

m

m

t m

t
m

m





 











  


  


   
   

             (2.17) 

olarak hesaplanır. 
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3. ANALİTİK YÖNTEMLERİN UYGULAMALARI 

Bu bölümde zaman kesirli Gardner, uzay ve zaman kesirli sine-Gordon ile uzay ve 

zaman kesirli kübik Schrödinger denklemleri irdelenmiş ve sırasıyla geliştirilmiş F-

açılım, yeni versiyon geliştirilmiş F-açılım ve yeni tip geliştirilmiş F-açılım 

yöntemleri denklemlere uygulanmıştır.  

3.1. Zaman-Kesirli Gardner Denklemi ve Uygulamaları 

Bu kısımda genel hali 

 2 26 0, 0 1, 0 1t x xxxD u u u u u x            (3.1.1) 

şeklinde olan lineer olmayan zaman kesirli Gardner denklemine önerilen yöntemler 

uygulanmıştır. Burada   sabit, u  denklemi sağlayan x  ve t  bağımsız değişkenlerine 

bağlı bir fonksiyon,  ise u  fonksiyonunun kesirli mertebeden türevini ifade 

etmektedir. Gardner denklemi akışkanlar mekaniğinde lineer olmayan iyi frekans 

dağılım davranışı sergileyen ileriye doğru yayılan kısa dalga modellerini 

açıklamaktadır. 

(3.1.1) denklemine önerilen F-açılım yöntemlerini uygulayabilmek için öncelikle 

yürüyen dalga dönüşümünü 

      
 

, , ,
1

Lt
u x t u Kx



 


  
 

           

(3.1.2) uygulayalım. Bu dönüşüme göre ilgili türevler alındığında ve (3.1.1) 

denkleminde alınan türevler yerine yazıldığında  u u   ve 
u

u






 olmak üzere, 

(3.1.1) denklemi 

          2 2 36 0,Lu K u u u K u            , (3.1.3) 

lineer olmayan adi diferansiyel denklemine indirgenir. (3.1.3) eşitliğinin her iki 

tarafının  değişkenine göre integrali alınıp ve oluşan integral sabitini sıfır olarak 

seçildiğinde 
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       2 2 3 33 2 0,Lu Ku K u K u                  (3.1.4) 

2. mertebeden bir adi diferansiyel denklem elde edilir. (3.1.4) de ifade edilen adi 

diferansiyel denkleminin çözümünü bulabilmek için ilk önce bölüm 2.1 de belirtilen 

geliştirilmiş 𝐹-açılım yöntemini uygulayalım.  

3.1.1. Geliştirilmiş F- açılım yönteminin uygulaması 

Zaman kesirli Gardner denklemi için önerilen çözüm fonksiyonu (2.4) de 

belirtilmiştir. Bu çözüm fonksiyonuna göre (3.1.4) denklemindeki en yüksek 

mertebeden türev içeren  u   terimi ile en yüksek dereceden lineer olmayan  3u   

terimleri arasında kurulan dengeleme işlemi sonucunda 1N   olarak elde edilmiştir. 

Böylece elde edilen bu dengeleme terimi (2.4) denkleminde yerine yazıldığında 

(3.1.1) denklemin yeni çözüm fonksiyonunun genel hali 

     
 
 

1

0 1 1 1 ,
F

u a a F b F c
F


  






                (3.1.5) 

şeklinde yazılır. (3.1.5) ifadesinden faydalanarak (3.1.4) denkleminde yer alan ilgili 

terimlerin karşılıkları bulunur. Bulunan bu terimler (3.1.4) denkleminde yerine 

yazıldığında     0,1; 0, 1, 2,i jF F i j       Jakobi eliptik fonksiyonlarına 

bağlı bir polinom denklem elde edilir. Bu polinom sıfır polinomu olarak düşünülüp, 

katsayıları sıfıra eşitlenerek elde edilen cebirsel denklem sistemi Mathematica paket 

programında yazılan koda göre çözüldüğünde 0 1 1 1, , , ,a a b c K  ve L  katsayıları ile   

dönüşümü altında aşağıda belirtilen durumlarda bulunmuştur. Bulunan katsayılar 

(3.1.5) çözüm fonksiyonunda yerine yazılarak  F   veya  F   Jakobi eliptik 

fonksiyonlarına bağlı  u u   çözümleri bulunur. Ayrıca (2.5) denkleminde özel 

olarak seçilen  2 2, 1P m Q m     ve 1R   katsayılarına karşılık    F sn    

Jakobi eliptik fonksiyonu için aşağıda belirtilen durumlardaki çözümleri verilmiştir. 
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Durum 1: 

0 1 1 12 2 2

1
, , 0, , ,

2 2 2

i P i K
a a b c K L

Q Q  
            (3.1.6) 

elde edilen katsayılar için (3.1.1) denklemin çözüm fonksiyonu  

   
 

1 1 0 1 1 1, ,
1

Lt
u a a F Kx



  


   
 

  (3.1.7) 

şeklindedir.
1

2 22 2

m
A

m
 


 ve 

 
1 22 2

1

12 2

t
x

m




 

 
       

 olmak üzere, 

(3.1.1) denkleminin tam çözümü  

   1 1 1 12

1

2
u A sn 


  ,    (3.1.8) 

olarak elde edilir. 

 

Şekil 3.1. (3.1.8) çözüm fonksiyonunun 0.2m  , 0.1   ile 0.01, 0.5, 1    

değerleri için üç boyutlu grafik gösterimi.
 

Durum 2: 

0 1 1 12 2 2

1
, 0, , , ,

2 2 2

i R i K
a a c b K L

Q Q  
                  (3.1.9) 

bulunan katsayıları için (3.1.1) denkleminin çözüm fonksiyonu  

   1

2 1 0 1 1 ,u a a F            (3.1.10) 
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şeklindedir. İlgili dönüşümler altında (3.1.1) denkleminin Jakobi eliptik fonksiyon 

çözümü  

   1
2 1 12

1
,

2

A
u ns

m
 


           (3.1.11) 

olarak bulunur. 

Durum 3: 

   
0 1 1 1 12 2 2

1 1
, , , 0, , ,

2 2 6 2 6

i P R i K
a a b a c K L

PQ PR Q PR   
         

 
 

     (3.1.12) 

katsayıları için (3.1.1) çözüm fonksiyonu  

     
 

1

3 2 0 1 2 1 2 2, ,
1

Lt
u a a F b F Kx



   


    
 

        (3.1.13) 

şeklindedir. 
 2 2 2

1

2 6 1

m
A

m m
 

 
 ve 

   
2 22

1 1

12 6 1

t
x

m m




  

 
        

olmak üzere (3.1.1) denkleminin birleşik Jakobi eliptik fonksiyon çözümü 

     3 2 2 2 22

1 1
,

2
u A sn ns

m
  



 
   

 
        (3.1.14) 

olarak elde edilir. 

Durum 4: 

0 1 1 1 12 2 2

1 1 1 1
, , , ,

2 2 26 6

P R
a a b a c

PQ PR Q PR  
      

 
 

2

1 1
, ,

6

K
K L

Q PR 
   


    (3.1.15) 

elde edilen katsayıları için (3.1.1) çözüm fonksiyonu  
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     
 

   
31

4 3 0 1 3 1 3 1 3

3

, ,
1

F Lt
u a a F b F c Kx

F


   

 




     
 

   (3.1.16) 

formundadır. 
 3 2 2

1

2 6 1

i
A

m m
 

 
 ve 

 
3 2 2

1

6 1 1

i t
x

m m




  

 
        

 

olmak üzere (3.1.1) denkleminin yeni tam çözümü  

          4 3 3 3 3 3 22

1
,

2
u A sn cs dn m ns    


     (3.1.17) 

olarak bulunur. 

 

Şekil 3.2. (3.1.17) çözüm fonksiyonunun 0.2m  , 0.1   ile 0.01, 0.5, 1    

değerleri için üç boyutlu grafik gösterimi. 

Durum 5: 

0 1 1 12 22

1 1 1
, 0, , , ,

2 2 2

K
a a b c K L

Q Q  
                (3.1.18) 

katsayıları için (3.1.1) çözüm fonksiyonu  

 
 

   
4

5 4 0 1 4

4

, ,
1

F Lt
u a c Kx

F


 

 


   

 
        (3.1.19) 

şeklindedir. 
4

2 22 1

i
A

m
 


 ve

 
4 22 12 1

i t
x

m




 

 
       

 olmak üzere 

kompleks dönüşümü altında (3.1.1) denkleminin yeni birleşik Jakobi eliptik 

fonksiyon çözümü  
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     5 4 4 4 42

1
,

2
u A cs dn  


     (3.1.20) 

olarak elde edilir. 

3.1.2. Yeni versiyon geliştirilmiş F- açılım yönteminin uygulaması 

Bu kısımda bölüm 2.2 de önerdiğimiz yeni versiyon geliştirilmiş F-açılım yönetimini 

zaman kesirli Gardner denklemine uygulayacağız. (2.7) de ifade edilen yeni çözüm 

fonksiyonuna göre denklemin tam çözümlerini 3.1.1 bölümünde elde edilenlerden 

farklı olanları vereceğiz. Bu yeni çözüm fonksiyonuna göre balans prosedürü 

hesaplandığında 1N   olarak elde edilir. Böylece bulunan dengeleme terimi (2.7) 

denkleminde yerine yazıldığında (3.1.1) denklemin yeni çözüm fonksiyonu 

     
 

 

 

 
1

0 1 1 1 1 ,
F F

u a a F b F c d
F F

 
  

 




    


  (3.1.21) 

şeklinde yazılır. (3.1.21) ifadesi kullanılarak (3.1.4) denkleminde yer alan ilgili 

terimler hesaplanıp, bunlar (3.1.4) de yerine yazıldığında yine 

    0,1; 0, 1, 2,i jF F i j       Jakobi eliptik fonksiyonlarına bağlı bir 

polinom denklem elde edilir. 0 1 1 1 1, , , , ,a a b c d K  ve L  katsayılarını bulabilmek için 

elde edilen polinom sıfır polinomu olarak kabul edilip, cebirsel denklem sistemi 

oluşturulur. Oluşan bu denklem sistemi oluşturulan koda göre Mathematica 

programında çözülür. Bulunan ilgili katsayılar ile   ters dönüşümü altında aşağıda 

belirtilen yeni çözümler bulunmuştur. Burada (2.5) denkleminde 

 2 2, 1P m Q m     ve 1R   katsayılarının seçimine bağlı olarak Jakobi eliptik 

fonksiyonuna ait çözümler aşağıda belirtilmiştir. 

Durum 1: 

2

0 1 1 1 12 2 2

1 1 4 1
, 0, , , ,

2 2 2

Q PR K
a a b c d K L

Q Q  


          (3.1.22) 

elde edilen katsayıları için (3.1.1) çözüm fonksiyonu  
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 
 

 
4

6 4 0 1

4

,
F

u a d
F





 


         (3.1.23) 

şeklindedir. 
 2

5
2 2

1

2 1

i m
A

m


 


 olmak üzere (3.1.1) denkleminin farklı Jakobi eliptik 

fonksiyon çözümü 

     6 4 5 4 42

1
,

2
u A sc nd  


          (3.1.24) 

olarak bulunur. 

Durum 2: 

2

0 1 1 1 1 12 2 2

1 1 1
, 0, , 4 ,

2 2 3 4
a a b c d Q PRc

Q Q PR 
       

 
 

22

1 1
, ,

2 3 4

K
K L

Q Q PR 
   

 
        (3.1.25) 

bulunan katsayıları için (3.1.1) çözüm fonksiyonu  

 
 

 

 

   
5 5

7 5 0 1 1 5

5 5

, ,
1

F F Lt
u a c d Kx

F F

 
 

  


    

  
      (3.1.26) 

formundadır. 
 6 2 2

1

2 2 1 2

i
A

m
 


 ve 

 
5 6 2 1

t
A x




 

 
     

 olmak üzere, 

(3.1.1) denkleminin birleşik dejenere olmayan Jacobi eliptik fonksiyon çözümü  

            2

7 5 6 5 5 5 52

1
1 ,

2
u A cs dn m sc nd    


           (3.1.27) 

elde edilir. 
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3.1.3. Yeni tip geliştirilmiş F-açılım yönteminin uygulaması 

Bu kısımda ise bölüm 2.3 de önerdiğimiz en genel Jakobi eliptik fonksiyon 

çözümlerini veren yeni tip geliştirilmiş F-açılım yöntimini zaman kesirli Gardner 

denklemine uygulayacağız. (2.12) de ifade edilen yeni çözüm fonksiyonuna göre 

denklemin tam çözümlerinde 3.1.2 bölümünde elde edilenlerden farklı olanları 

belirteceğiz. Bu yeni çözüm fonksiyonuna göre balans prosedürü hesaplandığında 

1N   olarak bulunmuştur. Böylece bulunan bu dengeleme terimi (2.12) 

denkleminde yerine yazıldığında (3.1.1) denklemin yeni çözüm fonksiyonu 

     
 

 

 

     
1 1

0 1 1 1 1 ,
F F e

u a a F b F c d
F F F F

 
  

   




     
 

       (3.1.28) 

şeklinde yazılır. (3.1.1) denkleminin yeni tip geliştirilmiş F-açılım yöntemine göre 

elde edilen yeni ve farklı çözümleri belirtilmiştir. Önceki yöntemler ile bulunan 

çözümlerin dışında kalan çözümler aşağıda gibi bulunmuştur. 

Durum 1: 

0 1 1 1 12 22

1
, 0, , ,

2 2 22

i i Q
a a b c d

Q 
        

1 22
, , ,

2 2 2

iR i K
e K L

Q Q  
              (3.1.29) 

katsayıları için (3.1.1) çözüm fonksiyonu  

 
 

 

 

       
6 6 1

8 6 0 1 1 6

6 6 6 6

, ,
1

F F e Lt
u a c d Kx

F F F F

 
 

    


     

   
   

(3.1.30) 

şeklindedir. 

 
7

2 2

1

2 2 1
A

m
 


 ve 

   
6 2

2

1

12 2 1

t
x

m




 

 
       

 olmak 

üzere (3.1.1) denkleminin çoklu birleşik dejenere olmayan Jakobi eliptik fonksiyon 

çözümü  
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                  2

8 6 7 6 6 6 6 6 6 62

1
1 2 ,

2
u A cs dn m sc nd nc nd ns       


      

(3.1.31) 

olarak bulunur. 

 

Şekil 3.3. (3.1.31) çözüm fonksiyonunun 0.2m  , 0.1   ile 0.01, 0.5, 1   

değerleri için üç boyutlu grafik gösterimi. 

Durum 2: 

 3 2 2

0 1 1 1 12 2 2

2 7 2 3 41 1
, 0, ,

2 2 4 18

Q PQR Q PR Q PR
a a b c d

Q PR 

   
     



 
2

1 1 22

4 1 1
, , ,

2 6 4 2

Q PR Q K
e d K L

P Q PR q 

 
     

 
       (3.1.32) 

elde edilen katsayılar için (3.1.1) çözüm fonksiyonu  

 
 

       
7 1

9 7 0 1 7

7 7 7

, ,
1

F e Lt
u a d Kx

F F F


 

   
     

   
       (3.1.33) 

şeklindedir. 
8

2 2

1

2 2 1
A

m
 


 ve 

 
7 22

1

12 2 1

t
x

m




 

 
       

 olmak üzere 

(3.1.1) denkleminin yeni çoklu dejenere olmayan Jakobi eliptik fonksiyon çözümü  

            9 7 8 7 7 7 7 72

1
,

2
u A sc nd nc nd ns     


          (3.1.34) 

elde edilir. 
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Durum 3: 

2

0 1 1 1 1 12 2 22

41 1 1
, 0, , ,

2 26 4 2

Q PR Q
a a b c d c

Q PR Q  

 
      

 

 1 1 22

1 1
, , ,

6 4 2

K
e Rc K L

Q PR Q 
     

 
        (3.1.35) 

bulunan katsayılar için (3.1.1) çözüm fonksiyonu  

 
 

 

 

     
6 6 1

10 7 0 1 1

6 6 6 6

,
F F e

u a c d
F F F F

 


   


   

 
       (3.1.36) 

şeklindedir. (3.1.1) denkleminin yeni tip çoklu dejenere olmayan Jakobi eliptik 

fonksiyon çözümü  

                2

10 7 8 7 7 7 7 7 7 72

1
,

2
u A m cs dn sc nd nc nd ns       


   

                (3.1.37) 

bulunur. 

 

Şekil 3.4. (3.1.37) çözüm fonksiyonunun 0.2m  , 0.1   ile 0.01, 0.5, 1   

değerleri için üç boyutlu grafik gösterimi. 
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3.2. Uzay ve Zaman Kesirli sine-Gordon Denklemi ve Uygulamaları 

Bu kısımda  

2 2
3

2 2

1
0, 0 1

6

v v
v v

t x

 

 


 
     

 
           (3.2.1) 

şeklinde ifade edilen lineer olmayan uzay ve zaman kesirli sine-Gordon denklemine 

verilen yöntemlere uygulanmıştır. Burada v  denklemi sağlayan x  ve t  bağımsız 

değişkenlerine bağlı bir fonksiyonu,   ise v  fonksiyonun kesirli mertebeden 

türevini göstermektedir. Uzay ve zaman kesirli sine-Gordon denklemi, dalgaların 

davranışlarını anlayabileceğimiz lineer olmayan kesirli mertebeden bir denklemdir.  

Önerilen F-açılım yöntemlerini (3.2.1) denklemine uygulayabilmek için öncelikle 

yürüyen dalga dönüşümünü  

   
   

, ,
1 1

Sx Tt
v x t v

 

 
 

  
   

          (3.2.2) 

ele almalıyız. Bu dönüşüm altında ilgili türevler hesaplandığında ve (3.2.1) 

denkleminde bu alınan türevler yerine yazıldığında  v v   ve 
v

v






 olmak 

üzere, (3.2.1) denklemi 

       3 2 21
0,

6
v v T S v                 (3.2.3) 

2. mertebeden bir lineer olmayan adi diferansiyel denklemine indirgenir. (3.2.3) ile 

ifade edilen bu adi diferansiyel denklemin genel çözümünü elde edebilmek için ilk 

önce bölüm 2.1 de belirtilen geliştirilmiş F-açılım yöntemine uygulayalım.  

3.2.1. Geliştirilmiş F- açılım yönteminin uygulaması 

Geliştirilmiş F-açılım yöntemine göre uzay ve zaman kesirli sine-Gordon denklemi 

için önerilen çözüm fonksiyonu (2.4) te ifade edilmiştir. Önerilen bu çözüm 
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fonksiyonuna göre balans prosedürü uygulandığında, (3.2.3) denklemindeki  v   

terimi ile  3v   terimleri arasında kurulan dengeleme işlemi sonucunda 1N   

olarak bulunmuştur. Böylece bulunan bu dengeleme terimi (2.4) ifadesinde yerine 

yazıldığında (3.2.1) denklemin yeni çözüm fonksiyonunun genel hali 

     
 

 
1

0 1 1 1 ,
F

v a a F b F c
F


  






              (3.2.4) 

şeklinde olur. (3.2.4) çözüm fonksiyonundan faydalanarak (3.2.3) denkleminde yer 

alan ilgili terimlerin karşılıkları elde edilir. Elde edilen bu terimler (3.2.3) 

denkleminde yerine yazıldığında     0,1; 0, 1, 2,i jF F i j       Jakobi 

eliptik fonksiyonlarına bağlı bir polinom ifadesi bulunur. Bu polinomun katsayıları 

sıfıra eşitlenerek, oluşan cebirsel denklem sistemi ilgili kodlara göre çözüldüğünde

0 1 1 1, , , ,a a b c S  ve T  katsayıları ile   dönüşümü altında aşağıda belirtilen durumlarda 

elde edilmiştir. Elde edilen katsayılar (3.2.4) çözüm fonksiyonunda yerine yazılarak 

 F   veya  F   Jakobi eliptik fonksiyonlarına bağlı  v v   çözümleri bulunur. 

Yine (2.5) denkleminde belirtilen katsayılar uygun olarak seçilirse, bu katsayılara 

karşılık    F sn   Jakobi eliptik fonksiyonuna ait aşağıda belirtilen çözümler 

elde edilmiştir. 

Durum 1: 

2

0 1 1 1

3 1
0, 2 , ,

P QS
a b c a i T

Q Q


                 (3.2.5) 

katsayıları için (3.2.1) çözüm fonksiyonu  

   
   

1 1 1 1 1, ,
1 1

Sx Tt
v a F

 

  
 

  
   

          (3.2.6) 

formundadır. 
1 2

3
2

1
B

m
 


 ve 

 

 
 

2 2

1 2

1 1

1 1 1

S mSx t

m

 


 

 
 
    

 olmak 

üzere, (3.2.1) denkleminin tam çözümü  
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   1 1 1 1 ,v B sn       (3.2.7) 

olarak elde edilir. 

Durum 2: 

2

0 1 1 1

3 1
0, 2 , ,

R QS
a a c b i T

Q Q


         (3.2.8) 

elde edilen katsayılar için (3.2.1) çözüm fonksiyonu  

   1

2 1 1 1 ,v b F              (3.2.9) 

şeklindedir. (3.2.1) denkleminin Jakobi elliptik fonksiyon çözümü  

   2 1 1 1 ,v B ns            (3.2.10) 

olarak bulunur. 

Durum 3: 

2

0 1 1 1

3 3
0, 2 , 2 , 1,

6 6 6

P R S
a c a b T

PR Q PR Q PR Q
        

  
  (3.2.11) 

bulunan katsayılar için (3.2.1) çözüm fonksiyonu  

     
   

1

3 2 1 2 1 2 2, ,
1 1

Sx Tt
v a F b F

 

   
 

   
   

       (3.2.12) 

olarak ifade edilir. 
2 2

3
2

6 1
B

m m
 

 
 ve 

 

 
 

2 2

2 2

6 1 1

1 6 1 1

S m mSx t

m m

 


 

  
 
     

 olmak üzere yürüyen dalga 

dönüşümü altında (3.2.1) denkleminin tam çözümü  

      3 2 2 2 2 ,v B m sn ns             (3.2.13) 
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olarak elde edilir. 

 

 

Şekil 3.5. (3.2.13) çözüm fonksiyonunun 0.5m S   ile 0.1, 0.5, 0.9   değerleri 

için üç ve iki boyutlu grafik gösterimi. 

Durum 4: 

2

0 1 1 1

6 2 1
0, , ,

2

QS
a a b c T

Q Q


               (3.2.14) 

katsayıları için (3.2.1) çözüm fonksiyonu  

 
 

     
3

4 3 1 3

3

, ,
1 1

F Sx Tt
v c

F

 
 

  


  

   
       (3.2.15) 

şeklindedir. 
3 2

6

1
B i

m
 


 ve 

 

 
 

2 2

3 2

2 2 1

1 2 2 1

S mSx t

m

 


 

 
 
    

 olmak 

üzere, kompleks dönüşümü altında (3.2.1) denkleminin tam çözümü  

     4 3 3 3 3 ,v B cs dn            (3.2.16) 

olarak elde edilir. 

100 50 50 100

1.2

1.4

1.6

1.8

100 50 50 100

10

5

5

100 50 50 100

6

4

2

2

4

6
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. 

Şekil 3.6. (3.2.16) çözüm fonksiyonunun 0.5m S   ile 0.1, 0.5, 0.9   değerleri 

için üç ve iki boyutlu grafik gösterimi. 

Durum 5: 

0 1 1

6 6
0, , ,

6 6

P R
a a b

Q PR Q PR
    

 
 

 2

1

6 26
, ,

6 6

S Q PR
c T

Q PR Q PR

 
   

 
  (3.2.17) 

elde edilen katsayılar için (3.2.1) çözüm fonksiyonu  

     
 

     
41

5 4 1 4 1 4 1 4

4

, ,
1 1

F Sx Tt
v a F b F c

F

 
   

  




    
   

 (3.2.18) 

şeklindedir. 
4 2

6

6 1
B i

m m
 

 
 ve 

 

 
 

2 2

4 2

6 1 2

1 6 1 1

S m mSx t

m m

 


 

  
 
     

 

olmak üzere, dönüşümü altında (3.2.1) denkleminin birleşik Jakobi eliptik fonksiyon 

çözümü aşağıdaki gibi bulunur 

          5 4 4 4 4 4 4 .v B cs dn m sn ns               (3.2.19) 

100 50 50 100

2.0

1.5

1.0

100 50 50 100

6

4

2

2

4

6

100 50 50 100

6

4

2

2

4

6



29 

 

3.2.2. Yeni versiyon F- açılım yönteminin uygulaması 

Uzay ve zaman kesirli sine-Gordon denklemine bölüm 3.2 de önerdiğimiz yeni 

versiyon geliştirilmiş F-açılım yönetimi uygulanmıştır. (2.7) de ifade edilen yeni 

çözüm fonksiyonuna göre denklemin tam çözümleri için 3.2.1 bölümünde elde 

edilenlerden farklı olanlar belirtilmiştir. Balans prosedürü hesaplandığında, yine 

1N   olarak tespit edilmiştir. Bulunan bu dengeleme terimine göre (3.2.1) 

denklemin yeni çözüm fonksiyonu 

     
 

 

 

 
1

0 1 1 1 1 ,
F F

v a a F b F c d
F F

 
  

 




    


        (3.2.20) 

şeklinde ifade edilir. (3.2.20) ifadesi kullanılarak, (3.2.3) denkleminde bulunan ilgili 

türevler hesaplanıp, bunlar (3.2.3) de yerine yazıldığında yine 

    0,1; 0, 1, 2,i jF F i j       Jakobi eliptik fonksiyonlarına bağlı bir 

polinom denklem bulunur. İlgili katsayıların bulunabilmesi için elde edilen polinom 

sıfıra eşitlenip, oluşan cebirsel denklem sistemi yazılan kodlara göre çözülür. Elde 

edilen katsayılar ile   ters dönüşümü altında aşağıda belirtilen yeni Jakobi eliptik 

fonksiyon çözümleri bulunmuştur.  

Durum 1: 

 2 2

0 1 1 1 1

6 4 2 1
0, , ,

2

Q PR QS
a a b c d T

Q Q

 
               (3.2.21) 

elde edilen katsayıları için (3.2.1) çözüm fonksiyonu  

 
 

 
4

6 4 1

4

,
F

v d
F








          (3.2.22) 

formundadır.  2

5 2

6
1

1
B m i

m
  


 olmak üzere, (3.2.1) denkleminin çoklu Jakobi 

eliptik fonksiyon çözümü 
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     6 4 5 4 4 ,v B sc nd            (3.2.23) 

olarak elde edilir. 

Durum 2: 

 2

0 1 1 1 1
2 2

6 46
0, , ,

3 4 3 4

Q PR
a a b c d

Q PR Q Q PR Q


     

   
 

 2 2 2

2

8 2 9 3 41
,

2 4 18

S Q PR Q PR Q
T

Q PR

   
 


   (3.2.24) 

katsayıları için (3.2.1) çözüm fonksiyonu  

        
 

     
51

7 5 1 5 1 5 1 5

5

, ,
1 1

F Sx Tt
v a F b F c

F

 
   

  




    
   

   (3.2.25) 

şeklindedir.
6 2

3

1 2
B

m
 


 ve 

 

 
 

2 2

5 2

2 1 1

1 2 1 2 1

S mSx t

m

 


 

 
 
    

olmak 

üzere, kompleks dönüşümü altında (3.2.1) denkleminin birleşik Jakobi eliptik 

fonksiyon çözümü 

            2

7 5 6 5 5 5 51 ,v B cs dn m sc nd              (3.2.26) 

olarak elde edilir. 
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Şekil 3.7. (3.2.26) çözüm fonksiyonunun 0.5m S   ile 0.1, 0.5, 0.9   değerleri 

için üç ve iki boyutlu grafik gösterimi. 

3.2.3. Yeni Tip F- açılım yönteminin uygulaması 

En genel Jakobi eliptik fonksiyon çözümleri veren yeni tip geliştirilmiş F-açılım 

yönetimi bölüm 3.2 de önerdiğimiz uzay ve zaman kesirli sine-Gordon denklemine 

uygulanmıştır. Bu yöntem sayesinde (2.12) de ifade edilen yeni çözüm fonksiyonuna 

göre denklemin tam çözümleri 3.2.2 bölümünde elde edilenlerin dışında 

belirtilmiştir. Dengeleme işlemi önerilen yeni çözüm fonksiyonuna göre 

hesaplandığında 1N   bulunmuştur. Böylece (3.2.1) denklemin yeni çözüm 

fonksiyonu 

     
 

 

 

     
1 1

0 1 1 1 1 ,
F F e

v a a F b F c d
F F F F

 
  

   




     
 

   (3.1.27) 

olarak ifade edilir. (3.1) denkleminin yeni tip geliştirilmiş F-açılım yöntemi 

uygulanarak bulunan çözümlerin diğer yöntemlerden elde edilenlerin dışında kalan 

çözümleri belirtilmiştir. 

 

  

100 50 50 100

5

4

3

2

1

100 50 50 100

15

10

5

5

10

15

100 50 50 100

5

5
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Durum 1: 

2 2 2 3

0 1 1 1 1 2

6 4 9 4 21 6
0, ,

2 9

Q Q PR PR Q PR PQR Q
a a b c d

Q PR

    
     


 

 2 2 22

1 2

8 2 9 3 44 1
, ,

2 2 4 18

S Q PR Q PR QQ PR Q
e T

P Q PR

    
  


 (3.2.28) 

bulunan katsayıları için (3.2.1) çözüm fonksiyonu  

 
 

         
6 1

7 6 1 6

6 6 6

, ,
1 1

F e Sx Tt
v d

F F F

 
 

    
   

     
       (3.2.29) 

şeklindedir.
7 2

6

2
B

m
 


 olmak üzere, 

 

 
 

2 2

6 2

2 4 1

1 2 4 1

S mSx t

m

 


 

 
 
    

 

dönüşümü altında (3.2.1) denkleminin çoklu birleşik Jakobi eliptik fonksiyon 

çözümü 

              2

8 6 7 6 6 6 6 6 6 ,v B nc nd ns m sn nc nd                (3.2.30) 

olarak elde edilir. 

 

 

Şekil 3.8. (3.2.30) çözüm fonksiyonunun 0.5m S   ile 0.1, 0.5, 0.9   değerleri 

için üç ve iki boyutlu grafik gösterimi. 
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Durum 2: 

2

0 1 1 1 1 1

3 3 1 4 1
0, , 3 , 2 , ,

2

QS
a a b c i d i Q e iR T

Q Q Q


          

                (3.2.31) 

katsayıları için (3.2.1) çözüm fonksiyonu  

 
 

 

 

         
7 7 1

9 7 1 1 7

7 7 7 7

, ,
1 1

F F e Sx Tt
v c d

F F F F

  
 

     


    

     
  

(3.2.32) 

şeklindedir. 
7 2

3

1
B

m
 


 ve 

 

 
 

2 2

6 2

4 1 1

1 1 2 1

S mSx t

m

 


 

 
 
    

 olmak 

üzere, dönüşümü altında (3.2.1) denkleminin çoklu dejenere olmayan Jakobi eliptik 

fonksiyon çözümü  

                  2

9 7 8 7 7 7 7 7 7 72 1 ,v B nc nd ns cs dn m sc nd          

                (3.2.33) 

bulunur. 

3.3. Uzay ve Zaman-Kesirli Kübik Schrödinger Denklemi ve Uygulamaları 

Bu kısımda genel hali 

2
2

2
2 0, 0, 0 , 1,

w w
i w w t

t x

 

 
 

 
     

 
          (3.3.1) 

şeklinde olan lineer olmayan uzay ve zaman kesirli kübik Schrödinger denkleminin 

verilen yöntemlere uygulamaları verilmiştir. Burada w   denklemi sağlayan, x  ve t  

bağımsız değişkenlerine bağlı bir fonksiyon,   ve   ise w  fonksiyonun kesirli 

mertebeden türevi olarak verilmiştir. Bu denklem kuantum mekaniğinde bazı 

dinamik sistemleri ve akışkanlar dinamiğinde lineer olmayan dinamik sistemleri 

temsil eder. (3.1.1) denklemine verilen F-açılım yöntemlerini uygulayabilmek için 

öncelikle aşağıdaki yürüyen dalga dönüşümü  
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   
       

, , , ,
1 1 1 1

i Mx Ht Yx Zt
w x t e w

   
   

   
    

       
         (3.3.2) 

ele alınabilir. Bu dönüşüme göre ilgili türevler alındığında ve (3.3.1) denkleminde 

alınan türevler yerine konulup, reel ve imajiner kısım şeklinde ayrı denklemler olarak 

yazıldığında  w w   ve 
w

w






 olmak üzere, (3.3.1) denklemi 

       2 2 32 0,Hw M w Y w w                 (3.3.3) 

   2 0.Zw MYw               (3.3.4) 

lineer olmayan adi diferansiyel denklem sistemine indirgenir. (3.3.4) eşitliğinin her 

iki tarafının   değişkenine göre integrali alınıp ve oluşan integral sabitini sıfır olarak 

seçildiğinde 𝑀 = −
𝑍

2𝑌
  bulunur. (3.3.4) ‘te bulunan bu eşitlik (3.3.3) ‘te kullanılırsa 

       2 2 2 3 54 8 4 0,HY Z w Y w Y w                (3.3.5) 

şeklinde 2. mertebeden bir adi diferansiyel denklem elde edilir. (3.3.5) de ifade 

edilen adi diferansiyel denkleminin çözümünü bulabilmek için bölüm 2.1 de 

belirtilen geliştirilmiş F-açılım yöntemine uygulayalım.  

3.3.1. Geliştirilmiş F- açılım yönteminin uygulaması 

Lineer olmayan uzay ve zaman kesirli kübik Schrödinger denkleminin geliştirilmiş 

F-açılım yöntemine göre önerilen çözüm fonksiyonu (2.4) de belirtilmiştir. Buna 

göre hesaplanan dengeleme işlemi sonucunda 1N   olarak elde edilmiştir. Böylece 

(3.3.1) denklemin yeni çözüm fonksiyonunun genel hali 

     
 

 
1

0 1 1 1 ,
F

w a a F b F c
F


  






              (3.3.6) 

şeklinde yazılır. Benzer hesaplama tekniği dikkate alınarak, oluşturulan koda göre 

çözüm yapıldığında Jakobi eliptik fonksiyonlar cinsinden aşağıda belirtilen 

durumlardaki çözümler bulunmuştur. 
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Durum 1: 

3

0 1 1 10, , 2 ,a b c a iY YP Z Y Y Q H                  (3.3.7) 

bulunan katsayıları için (3.3.1) denklemin çözüm fonksiyonu  

   
       

1 1 1 1 1 1, , ,
1 1 1 1

Mx Ht Yx Zt
w a F

   

   
   

    
       

         (3.3.8) 

şeklindedir. 
3

2

1 ,C iY   olmak üzere, 
 

   

3 2

1

1

1 1

i H Y m x Ht





 

 
 

   
 ve 

 

  
 

2 3 2

1

2 1

1 1

H Y Y m tYx





 

 
 
   

 kompleks dönüşümü altında (3.3.1) 

denkleminin tam çözümü  

   1

1 1 1 1 ,
i

w C me sn
             (3.3.8) 

olarak elde edilir. 

Durum 2: 

3

0 1 1 10, , 2 ,a a c b iY YR Z Y Y Q H                  (3.3.9) 

elde edilen katsayıları için (3.3.1) denklemin çözüm fonksiyonu  

   2 1 1 1 ,w a F            (3.3.10) 

şeklindedir. (3.3.1) denkleminin analitik çözümü  

   1

2 1 1 1 ,
i

w C me ns
           (3.3.11) 

şeklinde bulunur. 
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Durum 3: 

 2 3 2

0 1 1 10, , , 2 6 ,a c a iY YP b iY YR Z Y Y Q PR H             (3.3.12) 

katsayıları için (3.3.1) denklemin çözüm fonksiyonu 

   
       

3 2 1 2 2 2, , ,
1 1 1 1

Mx Ht Yx Zt
w a F

   

   
   

    
       

       (3.3.13) 

şeklindedir. 
 
   

3 2

2

1 6

1 1

iY H Y m m x Ht





 

  
 

   
 ve 

 

 
 

2 3 2

2

2 1 6

1 1

Y H Y m m tYx





 

  
 
   

 olmak üzere kompleks dönüşümü 

altında (3.3.1) denkleminin Jakobi eliptik fonksiyon çözümü  

      2

3 2 1 2 2 ,
i

w C e m sn ns
            (3.3.14) 

olarak elde edilir. 

Durum 4: 

3

0 1 1 10, , 2 2 ,a a b c iY Y Z iY Y Q H               (3.3.15) 

elde edilen katsayıları için (3.3.1) denklemin çözüm fonksiyonu  

 
 

         
3

4 3 1 3 3

3

, , ,
1 1 1 1

F Mx Ht Yx Zt
w c

F

   
  

    


    

       
       

(3.3.16) 

şeklindedir. 

 
     

 
 

3 2 3 2

3 3

2 1 2 2 1
,

1 1 1 1

i H Y m x iY H Y m tHt Yx
 

 

 
   

   
   

       
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olmak üzere kompleks dönüşümü uygulandığında (3.3.1) denkleminin yeni tam 

çözümü  

     3

3 3 1 3 3 ,
i

w C me cs dn
           (3.3.17) 

olarak elde edilir. 

 

 
Şekil 3.9. (3.3.17) çözüm fonksiyonunun 0.5m Y  , 1H   , 0.1   ile 

0.1, 0.55, 0.99   değerleri için üç ve iki boyutlu grafik gösterimi. 

Durum 5: 

 3

0 1 1 1

1 1 1
0, , , , 4 2 6 ,

2 2 2
a a iY YP b i Y YR c iY Y Z iY H Y Q PR         

                (3.3.18) 

katsayıları için (3.3.1) denklemin çözüm fonksiyonu  

     
 

         
41

5 4 1 4 1 4 1 3 3

4

, , ,
1 1 1 1

F Mx Ht Yx Zt
w a F b F c

F

   
    

    




      
       

                (3.3.19) 

şeklindedir. 2 ,
2

iY Y
C    

 
   

3 2

4

4 2 1 6

1 1

i H Y m m x Ht





 

  
 

   
 ve 

 

 
 

3 2

4

4 2 1 6

1 1

iY H Y m m tYx





 

  
 
   

 olmak üzere mevcut dönüşümü 
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uygulanırsa (3.3.1) denkleminin birleşik dejenere olmayan Jakobi eliptik fonksiyon 

çözümü  

          4

5 4 2 4 4 4 4 ,
i

w C e m sn ns cs dn
              (3.3.20) 

bulunur. 

 

 
Şekil 3.10. (3.3.20) çözüm fonksiyonunun 0.5m Y  , 1H   , 0.1   ile 

0.1, 0.55, 0.99   değerleri için üç ve iki boyutlu grafik gösterimi. 

3.3.2. Yeni versiyon F- açılım yönteminin uygulaması 

Bölüm 2.2 de önerdiğimiz yeni versiyon geliştirilmiş F-açılım yönetimi lineer 

olmayan uzay ve zaman kesirli kübik Schrödinger denklemine uygulanmıştır. Bu 

yönteme göre önerilen çözüm fonksiyonu (2.7) ifadesinde olduğu gibidir. Buna göre 

balanstan hesaplanan dengeleme terimi 1N   olarak bulunmuştur. Bu durumda 

(3.3.1) denklemin yeni çözüm fonksiyonunun genel hali 

     
 

 

 

 
1

0 1 1 1 1 ,
F F

w a a F b F c d
F F

 
  

 




    


       (3.3.21) 

şeklindedir. (3.3.21) ifadesindeki çözüm fonksiyonundan hareketle (3.3.5) 

denkleminde yer alan ilgili ifadeler hesaplanıp, yerine yazıldığında Jakobi eliptik 

fonksiyonlarına bağlı bir polinom denklemi bulunur. Oluşturulan cebirsel denklem 
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sisteminin çözümünden bulunması gereken ilgili katsayılar hesaplanır ve Jakobi 

eliptik fonksiyonuna bağlı çözümler aşağıda ifade edilmiştir. 

Durum 1: 

 2 3

0 1 1 1 10, 4 , 2 2 ,a a b c d iY Y Q PR Z iY Y Q H                (3.3.22) 

hesaplanan katsayılar için (3.3.1) denklemin çözüm fonksiyonu 

 
 

 
3

6 3 1

3

,
F

w d
F








          (3.3.23) 

şeklindedir.  2

3 1C iY Y m    olmak üzere, (3.3.1) denkleminin yeni tam çözümü  

     3

6 3 3 3 3 ,
i

w C e sc nd
           (3.3.24) 

olarak elde edilir. 

Durum 2: 

   2 3 2

0 1 1 1 10, , , 4 , 2 2 3 4 ,a a b c iY Y d iY Y Q PR Z iY H Y Q Q PR           

                (3.3.25) 

elde edilen katsayılar için (3.3.1) denklemin çözüm fonksiyonu  

 
 

 

 

         
5 5

7 5 1 1 5 5

5 5

, , ,
1 1 1 1

F F Mx Ht Yx Zt
w c d

F F

    
  

     


     

        

                (3.3.26) 

şeklindedir. 

 
     

 
 

3 2 3 2

5 5

4 2 2 4 2
,

2 1 1 1 1

i H Y m x iY H Y m tHt Yx
 

 

 
   

   
   

       
 

dönüşümü altında (3.3.1) denkleminin çoklu birleşik Jakobi eliptik fonksiyon 

çözümü  

          5

7 5 1 5 5 3 5 5 ,
i

w e C cs dn C sc nd
                        (3.3.27) 
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olarak elde edilir. 

 

 
Şekil 3.11. (3.3.27) çözüm fonksiyonunun 0.5m Y  , 1H   , 0.1   ile 

0.1, 0.55, 0.99   değerleri için üç ve iki boyutlu grafik gösterimi. 
 
 

3.3.3. Yeni Tip F- açılım yönteminin uygulaması 

Bu kısımda yeni tip geliştirilmiş F-açılım yönetimini sayesinde uzay ve zaman kesirli 

Kübik Schrödinger denkleminin en genel Jakobi eliptik fonksiyon çözümleri 

bulunmuştur. (2.12) de ifade edilen yeni çözüm fonksiyonuna göre denklemin tam 

çözümlerini 3.2.2 bölümünde elde edilenlerin dışındakiler belirtilmiştir. Önerilen bu 

yeni çözüm fonksiyonuna göre balans prosedürü hesaplandığında 𝑁 = 1 olarak 

bulunmuştur. Böylece bulunan bu dengeleme terimi (2.12) denkleminde yerine 

yazıldığında (3.3.1) denklemin yeni çözüm fonksiyonu 

     
 

 

 

     
1 1

0 1 1 1 1 , ,
F F e

w a a F b F c d
F F F F

 
  

   




     
 

 (3.3.28) 

olarak ifade edilir. (3.1) denkleminin yeni tip geliştirilmiş F-açılım yöntemi 

uygulanarak bulunan çözümler aşağıda belirtilmiştir. 
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Durum 1: 

 2 2

0 1 1 1 1

2 4
0, ,

2

Y Q PR Q Q PR
a a b c d iY

  
      

 
2

3 2

1

4
, 2 3 4 ,

2

Q PR Q
e Z iY H Y Q PR Q

P

 
       (3.3.29) 

elde edilen katsayıları için (3.3.1) denklemin çözüm fonksiyonu  

 
 

             
6 1

8 6 1 6 6

6 6 6

, , ,
1 1 1 1

F e Mx Ht Yx Zt
w d

F F F

   
  

      
     

         

                (3.3.30) 

şeklindedir.

 
     

 
 

3 2 3 2

6 5

2 2 1 2 2 2 1
,

2 1 1 1 1

i H Y m x iY H Y m tHt Yx
 

 

 
   

   
   

       
 

dönüşümü kullanılarak (3.3.1) denkleminin birleşik dejenere olmayan Jakobi eliptik 

fonksiyon çözümü  

            6 2

8 6 1 6 6 6 6 6 ,
i

w C e ns nc nd m sc nd
             (3.3.31) 

olarak bulunur. 

 

 
Şekil 3.12. (3.3.31) çözüm fonksiyonunun 0.5m Y  , 1H   , 0.1   ile

0.1, 0.55, 0.99   değerleri için üç ve iki boyutlu grafik gösterimi 
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Durum 2: 

 2

0 1 1 1 1

4
0, , ,

2

iY Y Q PR Q
a a b c iY Y d

 
       

  3 3 2

1
2

12 4 4
, 2 ,

4

PRY Y Q H Q PR Q
e iYR Y Z Y

Q PR Q

   
   

 
       (3.3.32) 

katsayıları için (3.3.1) denklemin çözüm fonksiyonu  

 
 

 

 

     
6 6 1

9 6 1 1

6 6 6 6

,
F F e

w C d
F F F F

 


   


  

 
       (3.3.33) 

şeklindedir. (3.3.1) denkleminin çoklu Jakobi eliptik fonksiyon çözümü  

                6 2

9 6 1 6 6 6 6 6 6 62 ,
i

w C e ns nc nd cs dn m sc nd
            (3.3.34) 

olarak elde edilir. 

 

 
Şekil 3.13. (3.3.34) çözüm fonksiyonunun 0.5m Y  , 1H   , 0.1   ile 

0.1, 0.55, 0.99   değerleri için üç ve iki boyutlu grafik gösterimi. 
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4. NÜMERİK YÖNTEMİN UYGULAMASI 

Bu bölümde literatürde var olan kesirli mertebeden diferansiyel denklemlere 

uygulanabilen varyasyonel iterasyon yönteminin bir uygulaması yapılmıştır. 

Yöntemin zaman kesirli Gardner denklemine uygulaması verilmiştir. 

4.1. Zaman Kesirli Gardner Denklemi 

Bu kısımda, zaman kesirli Gardner denklemini  

 2 26 0, 0 1t x xxxD u u u u u                  (4.1.1) 

şeklinde ele alalım. Bölüm 2.4’de verilen varyasyon iterasyonel yöntemini bu 

denkleme uygulayalım. İlk önce 0 1   verildiğinden Lagrange çarpanı 1    

olarak alınır. Diğer durumlarda  
 

 

  

1

1
1 1

m

m t

m










 
  

 olarak kullanılır. Bu 

denkleme karşılık gelen düzeltme fonksiyoneli  

     
 

    
   3

2 2

1 3

0

6 ,

t

k k k

k k k k

u u u
u t u t u u d





  
     

  


   
     

   
  (4.1.2) 

olarak yazılır. Eğer Lagrange çarpanı 1    olarak alındığında, 

   
 

    
   3

2 2

1 3

0

6 ,

t

k k k

k k k k

u u u
u t u t u u d





  
   

  


   
     

   
          (4.1.3) 

bulunur. (4.1.1) denkleminin başlangıç şartı  0 1u   şeklinde alınırsa, 0k   için 

   
 

    
   

 

3

0 0 02 2

1 0 0 0 3

0

3
2

3

0 0 0

0

6

1 1 1
1 6 1

1
1

t

t t t

t

u u u
u t u t u u d

d d d

d













  
   

  

   
  




   
     

   

    
            


 





  



, (4.1.4) 

Leibniz kuralı (4.1.4) ifadesine uygulanırsa, 
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   

 

0 0

1

1
1 , 0,

1

1
2

t t

d dt f t y v f y u

t

t

 

 








 







 
   

 


 


 
 

 

,         (4.1.5) 

elde edilir. Bulunan değer (4.1.4)’de yerine yazıldığında, denklemin yaklaşık çözümü 

 
   

1 1

1 1 1 2
2 2

t t
u t

 

 

  
          

           (4.1.6) 

bulunur. (4.1.4) iterasyon formülünden 1k   için ikinci yaklaşım  

 
 

    
   

 
    

   

3

1 1 12 2

2 1 1 1 3

0

3

1 1 12 2

1 1 1 3

0 0 0

( ) 6

( ) 6

t

t t t

u u u
u t u t u u d

u u u
u t d u u d d









  
   

  

  
     

  

   
     

   

    
       

     



  

(4.1.7) 

olarak ifade edilir. Buradaki hesaplanması gereken integral işlemleri aşağıdaki gibi 

hesaplanır. 

 

 

 

1
1

1

0 0

1

0 0

2
2

2 1

2

t t

t t

u t
I d d

t
d d

  

 

  

 


 

  

 
  





  
        

 
 

   

 

 

.         (4.1.8) 

Leibniz kuralı gereği (4.1.8) ifadesindeki integral, 

   

 

 

1
1

0 0

2
1

2 2

1

, 0,

1

2

31

2 3 2

t t
t

d t dt f t y v f y u

t
t

t
t

  


 

 









 

 



 











 
   

 


 

 

 
 

  

 

          (4.1.9) 



45 

 

bulunur.    1z z z     özdeşliğinden yararlanarak (4.1.9) ifadesindeki integral 

 

 
2 2 1

2

3 2
t t 



 
 


 

 olarak elde edilir. Böylece (4.1.8) ifadesi 

   

 

 

     

   

1
2 2 1

1

1 2 2 1

1 2 2

21
2 1

2 2 3 2

2 1
2 3 2 2

3 2
2 3 2

t
I t t

t t t

t t


 

  

 



  

  

 


 

  

 

    
                 

 
           

  
   

       (4.1.10) 

elde edilir.  
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olarak bulunur. 

Leibniz kuralı gereğince, 
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Bulunan 1 2 3, ,I I I  değerlerini yerine yazıldığında, 
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şeklinde  2u t  yaklaşık çözümü elde edilir. İterasyon benzer düşünceyle çoğaltılarak 

daha hashas sonuçlar bulunabilir. 
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5. SONUÇ 

Bu tez çalışmasında Jakobi eliptik fonksiyon çözümlerini içeren literatürde var olan 

geliştirilmiş F-açılım yöntemi ele alınmış ve bu yöntemin geliştirilmesiyle iki farklı 

yöntem olan yeni versiyon geliştirilmiş F-açılım yöntemi ile yeni tip geliştirilmiş F-

açılım yöntemi literatüre kazandırılmıştır. Önerdiğimiz yöntemler lineer olmayan 

kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin analitik çözümlerinin belirlenmesinde 

kullanılmıştır. Bu yöntemler, sırasıyla lineer olmayan kesirli mertebeden zaman 

kesirli Gardner, uzay ve zaman kesirli sine-Gordon ve uzay ve zaman kesirli kübik 

Schrödinger denklemlerine uygulanmıştır. Uygulanan denklemlerin çözümleri 

incelendiğinde; önerilen yöntemlerden yeni tip geliştirilmiş F-açılım yönteminin 

diğer yöntemlerden elde edilen çözümleri elde ettiği gibi daha farklı ve yeni 

çözümler bulduğu sonucuna varılmıştır. Literatürdeki diğer yöntemlerle önerilen 

yöntemler karşılaştırıldığında ise bu yöntemlerin diğer yöntemlerden farklı çözüm 

fonksiyonlarını yapılandırdığı görülmüştür. Ayrıca çözüm fonksiyonlarında yer alan 

keyfi parametre değerleri için iki ve üç boyutlu grafikler çizilerek, çözümlerin 

fiziksel davranışları belirlenmiştir. Mathematica paket programı bu yöntemlerin 

uygulanmasında kullanılan kodların oluşturulmasında kullanılmıştır. Ayrıca 

varyasyonel iterasyon yöntemi ele alınarak, lineer olmayan kesirli mertebeden zaman 

kesirli Gardner denkleminin yaklaşık çözümleri elde edilmiştir. Elde edilen sonuçlara 

bakıldığında yeni versiyon geliştirilmiş F-açılım yöntemi ile yeni tip geliştirilmiş F-

açılım yönteminin kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin analitik çözümlerinin 

bulunmasında etkin olduğu görülmüştür. Literatürde yer almayan yeni ve farklı 

yürüyen dalga çözümleri her üç denklem için de bulunmuştur. Önerdiğimiz her iki 

yöntem de lineer olmayan kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin değişik 

formlarına uygulanabilir ve farklı sonuçların bulanabileceğini söyleyebiliriz.  
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