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OZET

Bu tez caligmasinda, lineer olmayan kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin analitik
¢ozlimlerinin belirlenmesine olanak saglayan gelistirilmis F-agilim yontemi ele alinmigtir.
Bu yontem gelistirilerek yeni versiyon gelistirilmis F-agilim yontemi ile yeni tip gelistirilmis
F-acilim yoOntemi Onerilmistir. Ayrica niimerik bir yontem olan varyasyonel iterasyon
yontemi ele alinmistir. Bu yontemler, lineer olmayan Kkesirli mertebeden diferansiyel
denklemlere uygulanmis ve literatiirde yer almayan yeni ve farkli yiiriiyen dalga ¢oziimleri
bulunmustur. Elde edilen yeni ¢oziim fonksiyonlarinin iki ve ii¢ boyutlu grafikleri ile

davranislar1 incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Gelistirilmis F-a¢ilim y6ntemi, Yeni versiyon gelistirilmis F-agilim
yontemi, Yeni tip gelistirilmis F-acilim yontemi, Varyasyonel iterasyon yontemi, Lineer

olmayan kesirli mertebeden diferansiyel denklemler, Jakobi eliptik fonksiyon ¢6ziimleri.
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ABSTRACT

In this thesis, an improved F-expansion method which allows the analytical solution of
nonlinear fractional order differential equations to be determined is discussed. By developing
this method a new version of improved F-expansion and a new type of improved F-
expansion method are proposed. In addition, variational iteration method, which is a
numerical technique, is considered. These methods have been applied to nonlinear fractional
differential equations and new and different travelling wave solutions which are not shown
in the literature have been found. Furthermore, two and three dimensional graphics of the

obtained new solution functions is examined.

Keywords: Improved F-expansion method, A new version of improved F-expansion, A new
type of improved F-expansion method, Variational iteration method, Nonlinear

differential equations of fractional order, Jacobi elliptic function solutions.
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1. GIRIS

Leibniz ve L’Hospital tarafindan ilk kez 1695 yilinda kesirli mertebe tlirev kavrami
ortaya atilmistir [1]. Daha sonra Liouville, Riemann, Abel ve diger matematikgiler
kesirli mertebe kavrami lizerine ¢alismalar yapmiglardir. 1772 yilinda J. L. Lagrange
tam sayr mertebeli diferansiyel operatorler i¢in istlerin bir kuralini gelistirerek,
belirli sartlar altinda bu tamsayr mertebeli diferansiyel operatorler i¢in bulunan
sonucun keyfi secimlere déniisebilecegini sdylemistir [2]. Ilk olarak P. S. Laplace
1812 yilinda kesirli tiirevin tanimini detayli ortaya koymustur [3]. S. F. Lacroix 1819
yilinda Gama fonksiyonunun genellestirilmis halini kullanarak, tamsayr olmayan
mertebeden tiirevi formiile etmistir [4]. Lacroix’in elde ettigi bu sonuglar bugiin hala
kullanilan Riemann-Liouville kesirli tiirev gosterimiyle aynidir. Liouville kesirli
mertebeden tiirevin iki degisik tanimini ortaya koymustur. [5]. Daha sonra M. Caputo
“Caputo kesirli tiirevi” olarak bilinen farkli bir kesirli mertebeden tiirev tanimini ifade
etmistir. [6]. Aslinda bu tirev tanimi Riemann-Liouville kesirli tiireviyle baglanti
kurarak klasik anlamda kesirli mertebeden tiirevlerin baslangi¢ sartlarini ifade eder.
Kesirli mertebeden tiirev ve integral kavramlari, klasik tiirev ve integral
kavramlarinin genellestirilmesidir. Aslinda kesirli mertebeden tiirev ile ifade edilmek

istenen aslinda herhangi bir mertebeden tiirevdir.

Son zamanlarda ise kesirli mertebeden tiirev hesaplamalar1 bir¢cok alanda ortaya ¢ikan
problemlerin ¢oziimlerini elde etmek igin kullanilmistir. Yapilan ¢aligmalarda kesirli
mertebeden problemlerin olusturulmasi, olusturulan problemlerin analitik ve yari
analitik ¢oziimleri ile sayisal ¢ozlimlerinin elde edilmesi bilim insanlari arasinda
biiylik bir ilgi uyandirmistir. Bu ¢oziimlerin elde edilmesi i¢in farkli yontemlerin
gelistirilmesi ve uygulanmasi biiyilk onem arz etmektedir. En son yapilan
aragtirmalar  incelendiginde, kesirli  mertebeden diferansiyel denklemlerin

¢oziimlerinin bulunmasi iizerine oldugu gézlenmistir.

Kesirli mertebeden diferansiyel denklemler; fizik, kimya, biyoloji, uygulamali
bilimler, kontrol teorisi, finans, sinyal isleme, sistem tanimlama, siirekli ortamlar
mekanigi, viskoelastisite, elektromanyetik, elektrik kontrol teorisi, olasilik ve

istatistik, optik fiber, mekanik miihendisligi, hidrodinamik, termodinamik, 1s1



transferi, kat1 hal fizigi, kesirli dinamik gibi bir¢ok alanda karsilasilan problemleri
olusturan olaylar1 ifade etmek i¢in kullanilir. Ayn1i zamanda bu tarz denklemler

fiziksel olaylarin yorumlanmasi ve aydinlatilmasina katki saglamaktadir.

Genel olarak, bir kesirli mertebeden kismi tiirevli diferansiyel denklem igin kesin
(tam) bir ¢oziim elde edilebilmesini saglayan herhangi bir yontem mevcut degildir.
Bu tarz denklemler igin yaklasik ¢Oziim yontemlerinden bazilari sonlu farklar
yontemi [7], sonlu elemanlar yontemi [8], diferansiyel doniisiim yontemi [9],
Adomian ayristirma yontemi [10], degisim iterasyon yontemi [11], Homotopy

pertiirbasyon yontemi [12] ve lineerlestirme yontemi seklindedir.

Son zamanlarda, Zhang lineer olmayan kesirli mertebeden kismi tiirevli diferansiyel
denklemlerin yiiriiyen dalga ¢oztimlerini aramak igin kesirsel alt denklemi adi verilen
yeni bir yontemi tanitt1 [13]. Bu yontem homojen denge prensibine [14] ve Jumarie
tarafindan Onerilen modifiye edilmis Riemann-Liouville tirevine dayanir [15, 16].
Zhang ve arkadaslar1 bu kesirsel alt denklem yontemini kullanarak, lineer olmayan
zaman Kkesirli biyolojik niifus modeli ve (4 + 1)-boyutlu uzay-zaman kesirli Fokas
denkleminin yiiriiyen dalga ¢oéziimlerini basarili bir sekilde elde ettiler. Daha sonra,
Guo ve ark. [17] ve Lu [18] Zhang'in gelistirdigi yontemi kullanarak bazi lineer
olmayan kesirli mertebeden kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin tam ¢éziimlerini
elde ettiler. Zhenya, jakobi eliptik fonksiyonlar1 kullanarak kesirli mertebeden
diferansiyel denklemlerin analitik ¢6ziimlerini bulmustur [19]. Pandir ve ark. [20]
genigletilmis deneme denklem yontemini kullanarak, bazi kesirli mertebeden
genellestirilmis diferansiyel denklemlerin yeni tam c¢oziimlerini buldular. Pandir ve
Gurefe [21] genisletilmis deneme yoOnteminin yeni bir versiyonunu oOnererek,

genellestirilmis Zakharov-Kuznetsov denkleminin yeni tam ¢6ziimlerini belirlediler.

Literatiirde var olan F-acilim yontemi [22, 23], gelistirilmis F-agilim yontemi [24-
26], modifiye edilmis F-agilim yontemi [27], genisletilmis F-agilim yontemi [28-30]
ve genellestirilmis F-agilim yontemi [31] gibi yontemler incelenmistir. Bu
yontemlerin daha da gelistirilerek, kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin

dalga ¢6ziimlerinin daha genel bir halinin bulunacagi kanaatine varilmistir.



Bu tez caligmasinin ikinci boliimiinde, F-agilim yonteminden hareketle kesirli
mertebeden lineer olmayan diferansiyel denklemlerin analitik ¢oziimlerini elde
etmek icin farkli yontemler gelistirilmistir. Ik 6nce gelistirilmis F-a¢ilim ydntemi
incelenmistir. Daha sonra bu yontemden yeni versiyon gelistirilmis F-acilim yontemi
ile yeni tip gelistirilmis F-acilim yoOntemi gelistirilmistir. Gelistirilen bu yeni
yontemler daha Once literatiire sunulan yontemlere kiyasla farkli ve yeni ¢oziimler
elde edilmesine olanak saglamistir. Ayrica bu boliimde niimerik yontemlerden olan
Varyasyonel iterasyon yontemi de verilmistir. Kesirli mertebeden diferansiyel

denklemlere varyasyonel iterasyon yontemini ilk kez J. H. He uygulamistir [32].

Bu tez ¢alismasimin iciincii bolimiinde; gelistirilmis F-agilim, yeni versiyon
gelistirilmis F-agilim ve yeni tip gelistirilmis F-agilim yontemleri< sirasiyla zaman
kesirli Gardner [33], uzay ve zaman kesirli sine-Gordon [34] ve uzay ve zaman
kesirli kiibik Schrodinger denklemlerine [35] uygulanmistir. Bu problemler igin
farkli tekli ve birlesik dejenere olmayan Jakobi eliptik fonksiyon c¢oztiimleri
bulunmustur. Yeni versiyon gelistirilmis F-a¢ilim yonteminden elde edilen sonuglar
gelistirilmis F-agilim yontemine gore daha genel ve farkli ¢oziimler elde edilmesini
saglamistir. Yeni tip gelistirilmis F-a¢ilim yonteminden bulunan sonuglar ise hem
gelistirilmis F-agilim yonteminden hem de yeni versiyon gelistirilmis F-agilim
yonteminden elde edilen sonuglardan farkli ve yeni c¢oziimler bulunmasini
saglamigtir. Ayrica elde edilen bu farkli ¢6ziim fonksiyonlarinin davranislarini
anlayabilmek icin Mathematica paket programi yardimiyla ii¢ ve iki boyutlu

grafikleri ¢izilmistir.

Bu tez ¢alismasinin dordiincli boliimiinde ise varyasyonel iterasyon yontemi lineer
olmayan zaman kesirli Gardner denklemine uygulanmistir. Bu denklemin yaklagik

¢Oziimii elde edilmistir.

Bu tez c¢alismasinin sonu¢ bolimiinde gelistirilmis F-agilim, yeni versiyon
gelistirilmis F-acilim ve yeni tip gelistirilmis F-agilim yontemleri yardimiyla bazi
lineer olmayan kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin yeni ve farkli yiiriiyen
dalga ¢oziimlerinin elde edildigi ve bu ¢6ziimler incelendiginde ise gelistirilen
yontemlerin lineer olmayan Kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin dalga

¢oztimlerini bulmak i¢in kararli ve etkin olduklar1 beyan edilmistir. Ayrica ele alinan



niimerik yontemin de yaklasik ¢oziimlerin bulunmasinda etkin oldugu ifade

edilmistir.

1.1. Temel Tanimlar

Bu boliimde kesirli mertebeden tiirev, integral ve kesirli mertebeden diferansiyel

denklemlerin tanimlar1 ve 6zellikleri verilmistir. Ayrica, Jakobi eliptik fonksiyonlarla

ile ilgili temel kavramlar verilmistir.

Tamim 1.1: s>0, n-1<s<n, neZ, p,seR" ve X>C olmak iizere

fonksiyonunun S kesirli mertebeden Riemann-Liouville anlaminda tiirevi

S _ 1 dn i __$\n-s-1
D f(x)_l“(n—s)dx”!(x )" f (1) dt,

seklinde ifade edilir [36].

Tammm 1.2: s>0, n-1<s<n, neZ, seR” ve X>C olmak iizere
fonksiyonunun S kesirli mertebeden Riemann-Liouville anlaminda integrali

d—=f

LH001=0 [ 0]= G =

(x—t)**f (t)dt,

O C— <

seklinde gosterilir.

Tanim 1.3: n-1<a<n, neZ, aR" olmak lizere

t ™ (w
D[ 1 ()]~ [ g0

L(a—n)3 t-w)**" ’

a
seklinde tanimlanan tiireve « Kkesirli mertebeden Caputo tiirevi denir.

Tamim 1.4: o Kesirli mertebeden modifiye edilmis Riemann-Liouville tiirevi

f(x)

(1.1)

(1.2)

(1.3)



Dy f (t)= F(l—a)%-:[(t_g)_a(f (¢)-f (O))dé', O<a<l

(f(”) (t))(a_n) , n<a<n+1

(1.4)

seklinde tanimlanir [15,16].

Tanmmm 1.5: o kesirli mertebeden modifiye edilmis Riemann-Liouville tiirevi ile

ilgili baz1 6zellikler asagidaki gibidir. c,c,, c, ler keyfi sabit olmak iizere

wr . T(A+r)
a) Dt _—F(1+r—a) , r>0 (1.5)
b) DY (c f (t))=c.D7 (f (t)). (1.6)
¢) D7 {c,f (t)+c,g(t)}=c.Df f (t)+c,.D7g(t), (1.7)

Tamm 1.6: U bilinmeyen bir fonksiyon, D U ’nun kesirli mertebeden kismi tiirevi
ve ® U’nun bir polinom ifadesi olmak iizere en genel lineer olmayan kesirli

mertebeden kismi tirevli diferansiyel denklem
®(u, Dfu, D{u, D}“u, DD/, D’u,---)=0, O<a, f<1 (1.8)

seklinde tanimlanir.

1.2. Jakobi Eliptik Fonksiyonlar

Birinci tip eliptik integral

O<m<1 (1.9)

!«/1 m?sin gp’

seklinde tanimlanan integrale denir. Bu gosterime integralin Legendre formu da
denir. Burada 7, @’nun genligidir ve 7=am(w) ile gosterilir. M ise @ nun

modiilii olarak isimlendirilir. Gerekli doniisiimler altinda, birinci tip eliptik integralin



T dv
¥(mx-] Ji)am) (19

seklinde Jakobi bigimi elde edili. 7=am(w) oldugundan, bu takdirde

x=sin(amw) olarak ifade edilir. Buradan Jakobi eliptik fonksiyonlarin tanim

asagidaki gibi verilir.
sn(w,m)=sn(®), cn(w,m)=cn(w), dn(w,m)=dn(w).

Diger Jakobi eliptik fonksiyonlar asagidaki gibi tanimlanir.

ns(@)= sn(la)) ’ nCig= cn(la)) ’ i) - dn%w) ’ se(@) = Z:EZ; ’
cs(0) - zzgz; . sd(e)= Z:EZ; C ds(e)- i’ﬂffi)) L d(w)- Z:EZ)) ,
dc(w) = S:EZS

Jakobi eliptik fonksiyonlarin baz1 6nemli 6zdeslikleri asagidaki gibi ifade edilmistir.

sn’(w)+cn®(w)=1, m*sn’(w)+dn’(w)=1,

_1-cn(20) sn(e) dn(e)  |1-cn(2m)
“1+dn(20)’  con(e@)  \1+cn(20)’ (L11)

cn(-w)=cn(w), sn(-w)=-sn(w), dn(-w)=dn(w).
Jakobi eliptik fonksiyonlarin tiirevleri @ degiskenine gore asagidaki seklinde yazilir.
(sn(@))=en(w)dn(w),
(cn(w))' =-sn(w)dn(e), (1.12)

(dn(@))'=-m?sn(@)cn(w).



2. KULLANILAN ANALITIK VE NUMERIK COzZUM
YONTEMLERI

Bu béliimde ilk once literatiirde var olan gelistirilmis F-acilim yontemi tanitilmistir.
Bu yontemin yeni bir versiyonu olan yeni versiyon gelistirilmis F-agilim yontemi
ifade edilmistir. Daha sonra Onerilen bu yontemin gelistirilmesiyle yeni tip

gelistirilmis F-acilim yontemi verilmistir.

Ayrica bu bolimde niimerik bir yontem olan Varyasyon iterasyon yontemi ifade
edilmistir. Bu yontemin ifade edilmesiyle analitik yontem ile niimerik yontem

karsilastirilmasi yapilmistir.
2.1. Gelistirilmis F-A¢ilim Yontemi

Bu boliimde, literatiirde tanimli olan gelistirilmis F-agilim yonteminin ana hatlari

tamtilmistir. X, y,z,---,t (zaman) bagimsiz degiskenler olmak {izere bir lineer

olmayan kesirli mertebeden diferansiyel denkleminin en genel halini
¢(u,Dfu,D/u, D Dfu, DD/u,D/D/u,-)=0, 0<a, f<1 (21)

seklinde ele alahm. Burada K, L sabitler, u bilinmeyen fonksiyon ve ¢ ise u’ nun

polinomu ve onun Kkesirli mertebeden diferansiyel denklemidir. Yiirliyen dalga

doniigiimii

Kx” Lt”

“TT+p) T(ra) @2)

icin u (X,t) =u (a)) bagintist kullanilmistir. (2.1) denklemine bu tanimlanan yiiriiyen

dalga doniisiimii uygulanip gerekli kismi tiirevler denklemde yerine yazildiginda

w(u,u’,u",u",--) =0, (2.3)



seklinde bir adi diferansiyel denklem elde edilir. (2.3) denklemindeki u(w) ¢6ziim

fonksiyonu

u(a)):a0+i211{aiFi(a))+biF‘i (0)+c, E((Zi} (2.4)

seklindedir. Buradaki a,,a;,b;,c(i=12,---,N) katsayilari daha sonra belirlenecek

katsayilardir. Ayrica F fonksiyonunu
F?(w)=PF*(0)+QF*(w)+R, (2.5)

seklinde tanimli birinci mertebeden adi diferansiyel denklemin uygun P,Q ve R

sabitlerine gore elde edilen bir Jakobi eliptik fonksiyon ¢oziimii olarak alalim. (2.4)
denkleminde bulunan N sayisi (2.3) ifadesinde bulunan lincer olmayan yiiksek
dereceden terim ile en yiiksek mertebeden tiirev igeren terim arasinda kurulan denge
(balans) ile belirlenir. (2.3) denkleminde bulunan ilgili terimler; (2.4) ve (2.5)

denklemleri yardimiyla F ve F' tiirinden ifade edilen

"(0)=2PF*(w)+QF (),

"(w)=(6PF*(0)+Q)F'(m),

F“ (@) =24P°F* () +20PQF*(o)(Q’ +12PR)F (), (2.6)
F® () =(120P’F* () +60PQF* () +Q* +12PR)F'(o),

F
F

esitlikleri hesaplanir. Hesaplanan ilgili terimler (2.3) denkleminde yerlerine yazilir.
Ortaya ¢ikan polinom F ve F' fonksiyonlarma baglidir. Bu ifadeyi bir sifir
polinomu olarak diistiniip, bu polinomdaki F veya F' fonksiyonlarinin olusturdugu
terimlerin katsayilar1 sifira esitlenerek bir cebirsel denklem sistemi elde edilir.

Mathematica paket programi yardimiyla elde edilen cebirsel denklem sistemi

¢oziiliip, belirlenmesi gerekenay, a;,b,, ¢, (i=1,2,---,N) ve K, L katsayilari bulunur.



Elde edilen bu katsayilar (2.4) ¢oziimiinde yerlerine yazilarak u (a)) seklinde Jakobi

eliptik fonksiyon i¢eren periyodik ve dejenere olmayan soliton ¢oziimler elde edilir.

2.2. Yeni Versiyon Gelistirilmis F-A¢ilim Yontemi

Bu bolimde (2.1) de belirtilen gelistirilmis F-agilim yontemindeki ¢6ziim
fonksiyonuna ilave bir terim ekleyerek, ¢6ziim fonksiyonunu genisletmeyi

amagladik. Bu yontemin adini1 da yeni versiyon gelistirilmis F-agilim yontemi olarak

F'(o
adlandirdik. (2.4) denklemine d, ( ) terimini ekleyerek asagidaki ¢ozim

F'()

fonksiyonunu yazabiliriz.

u(ew)=a, +iN§{aiF‘ (@)+BF ™ (@) +¢ E.'(“’) +d E(w)} (2.7)

a,,a,,b,c,d, (i =12,---, N) katsayilari daha sonra Dbelirlenecektir. Ayrica
F fonksiyonunu (2.5) denklemindeki uygun P,Q ve R sabitlerine gore elde edilen

bir Jakobi eliptik fonksiyonunu ifade etmektedir. (2.7) denkleminde bulunan N sayisi
bir onceki bolimde ifade edildigi gibi (2.3) ifadesinde bulunan lineer olmayan
yiiksek dereceden terimle en yiiksek mertebeden tiirev iceren terim arasinda kurulan

denge (balans) ile belirlenir. (2.3) denkleminde lineer olmayan en yiiksek dereceden

. [ d*u (a)) ’ ) .
terimi u(w) oK ve en yiiksek mertebeden tiirev igeren terimi
w

u(w)" du—(a)) olarak alalim. (n > k) olmak iizereu =u(®) ¢oziimii
u(@)=ByF(@)" + (2.8)
seklinde kabul edildiginde, F (@) fonksiyonun tiirevi

F'(0)=C,F (@) +- (2.9)

q



olarak verilmis olsun. Dengelenen terimleri

o(of (S| <oy S22 210

(o) T gF ()" CIN (N +q-1)(N +20-2)(N +ng -n)F ()" +
= B’I\]I’]anN (N +q_1)(N +2q—2)...(N +nq_n)F(a))Nm+N+ann
d‘u(w)

p
J :BLF(a))NrC:p(N(N +q—1)(N +2q—2)...(N +kq_k)F(a))N+kq—k)P+
:BLC:p(N(N +q—1)(N +2q_2)(N+kq_k))p F(w)Nr+Np+kqp7kp+”‘

islemlerinden sonra dengeleme bagintisi

Nm+ N +ng—n= Nr+ Np+kagp-kp, (2.11)

olarak elde edilir. Bu bagntidan ilgili parametreler (k,m,n, p,q,r) yerine

yazildiginda balans i¢in gerekli olan N sayisi belirlenmis olur.

Bulunan N sayist (2.7) de yerine yazilip, elde edilen fonksiyon ve bu fonksiyonun
ilgili tiirevleri (2.3) denkleminde yerine yazilir. F ve F’ fonksiyonlarina bagli olan
polinomun sifira esitlenmesi ile bir cebirsel denklem sistemi olusturulur.

Mathematica programinda yazilan koda istinaden bu cebirsel denklem sistemi uygun
yontemler kullanilarak ¢dziiliip, ay,a;,b;,c;,d;(i=1,2,---,N) ve K, L Kkatsayilar
elde edilir. Elde edilen bu katsayilar (2.7) ¢6ziim fonksiyonunda yerlerine yazilarak
u (a)) seklinde Jakobi eliptik fonksiyon igeren tek ve birlestirilmis dejenere olmayan

yeni jakobi eliptik fonksiyon ¢oziimleri bulunur.
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2.3. Yeni Tip Gelistirilmis F-Acilim Yontemi

Bu bolimde yeni versiyon gelistirilmis F-a¢ilim yonteminde belirtilen (2.7)
denklemindeki yeni ¢6ziim fonksiyonunun daha genis ¢oziimlerin elde edilebilmesi
icin ¢oziim fonksiyonuna ilave terim eklenilmesi distinilmistir. Coziim

fonksiyonuna ilave terimin eklenmesiyle olusan yeni yontemin adma “yeni tip

gelistirilmis F-agilim yontemi” denilmistir. (2.7) denklemine & terimini
F'(0)F' ()

ekleyerek asagidaki ¢6ziim fonksiyonunu

o) $[ap (o) sne (0115 £ L0,

yazabiliriz. Yeni ¢6ziim fonksiyonunda yer alan ay,a;,b,c;,d;,e(i=12;--,N)
katsayilar1 sonra belirlenecektir. Yine F fonksiyonu (2.5) denklemindeki uygun P,Q
ve R sabitlerine gore elde edilen bir Jakobi eliptik fonksiyonu olarak kabul
edilmektedir. (2.12) denkleminde bulunan N sayisi balans prosediirii ile belirlenir.
Balans prosediirii boliim 2.2°’de ifade edildigi gibi aymi baginti kullanilarak
hesaplanir. Hesaplanan N sayist (2.7) de yerine yazilip elde edilen yeni ¢6ziim
fonksiyonu ve bu fonksiyonun ilgili tirevleri hesaplandiginda F ve F’
fonksiyonlarma bagli olan bir cebirsel denklem sistemi meydana getirilir.
Mathematica programinda olusturulan kodlar ile bu cebirsel denklem sistemi uygun
yontemler kullamlarak ¢ozilir ve ag,a,b,c,d, e (i=12---,N) ile K,L
katsayilar1  belirlenmeye c¢alisihir. Belirlenen bu katsayilar (2.12) ¢oziim

fonksiyonunda yerlerine yazilarak u(w) seklindeki Jakobi eliptik fonksiyon igeren

coklu dejenere olmayan yeni jakobi eliptik fonksiyon ¢oziimleri bulunur.

2.4. Varyasonel Iterasyon Yontemi

Bu boliimde niimerik bir yontem olan varyasyonel iterasyon yontemini
tanitacagiz. Kesirli mertebeden diferansiyel denklemlere varyasyonel iterasyon

yonteminin uygulanmasini asagidaki sekilde ifade edebiliriz. L herhangi bir

11



diferansiyel denklemde bulunan en yiiksek mertebeden tiirev operatoriinii, N lineer

olmayan operatorii ve g(X,t) siirekli bir fonksiyonu temsil etmek iizere,

o“u(x,t)

a

+Lu(x,t)+Nu(x,t)=g(xt), t>0 (2.13)

kesirli mertebeden bir diferansiyel denklemi ele alalim. c; ler sabitler ve

m-1<a <m kesirli mertebeden tiirevi gostermek ilizere bu denklemin baslangi¢

sartlarini

ul(x,0)=c;, j=01---,m-1 (2.14)

seklinde ifade edelim. Bu niimerik yontemin isleyisi, verilen (2.13) denklemine ait
bir diizeltme fonksiyoneli olusturmaktir. Varyasyon teorisi geregince, A Lagrange

carpani ve U, kisitlanmig varyasyon olmak iizere, bu diizeltme fonksiyoneli

o"u, (x,7)

Us (X, 1) = U, (x,t)+ﬂl(r)[#+ La, (x,7)+ N0, (x,7)—g (X,T)]]dr,

(2.15)

seklinde ifade edilir. 6 varyasyonel operatdr olmak {izere, diizeltme fonksiyoneli u,

"ya gore sabit alindiginda ve SNU, =0 olarak kabul edildiginde,

5u,., (x,t) = o, (X,t)+5j.[/1(r)[amuk—(x’r)+ LG, (% )+ NG, (X,7)~g (X,T)Hdr,

m
0 ot

(2.16)

bulunur. (2.16) denkleminden hareketle gerekli diizenlemeler yapilirsa

SU,,, (X,t)=Su, (X,t)+5ﬂ(%+ﬂ(r) La, +A(7)Nd, —ﬂ(r)gﬂdr =0,

12



8m

(a0 (10 T2 40 o ) -

elde edilir. Buradan 1+4(z)=0 ve a;gf)+l(f):0 olmak iizere Lagrange
T

carpani

A=-1 m=1 (2.17)

A=7-t, m=2
()

A=) r(1+(m-1)a)’ m>2

olarak hesaplanir.
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3. ANALITIiK YONTEMLERIN UYGULAMALARI

Bu boliimde zaman kesirli Gardner, uzay ve zaman Kesirli sine-Gordon ile uzay ve
zaman kesirli kiibik Schrodinger denklemleri irdelenmis ve sirasiyla gelistirilmis F-
acilim, yeni versiyon gelistirilmis F-acilim ve yeni tip gelistirilmis F-acilim

yontemleri denklemlere uygulanmistir.

3.1. Zaman-Kesirli Gardner Denklemi ve Uygulamalari

Bu kisimda genel hali

Dfu+6(u—su’)u, +U,, =0, 0<x<1 0<a<l (3.1.1)

seklinde olan lineer olmayan zaman kesirli Gardner denklemine 6nerilen yontemler
uygulanmistir. Burada & sabit, u denklemi saglayan x ve t bagimsiz degiskenlerine
bagli bir fonksiyon,« ise u fonksiyonunun Kesirli mertebeden tiirevini ifade
etmektedir. Gardner denklemi akiskanlar mekaniginde lineer olmayan iyi frekans
dagilim davranigi sergileyen ileriye dogru yayilan kisa dalga modellerini

acgiklamaktadir.

(3.1.1) denklemine onerilen F-ag¢ilim yontemlerini uygulayabilmek icin 6ncelikle
yiirliyen dalga doniistimiinii

Lt”

u(x,t)=u(w), o= Kx+m

(3.1.2) uygulayalim. Bu dontlisime gore ilgili tirevler alindiginda ve (3.1.1)

denkleminde alinan tiirevler yerine yazildiginda u=u (a)) ve a@_u =Uu" olmak tizere,
0]

(3.1.1) denklemi

Lu'(w)+6K (u (0)—&’u’ (a)))u'(a))+ Ku"(@)=0,, (3.1.3)

lineer olmayan adi diferansiyel denklemine indirgenir. (3.1.3) esitliginin her iki
tarafinin @ degiskenine gore integrali alinip ve olusan integral sabitini sifir olarak

secildiginde

14



Lu(@)+3Ku?(w)-2Ke’u® (o) + K’u"(w) =0, (3.1.4)

2. mertebeden bir adi diferansiyel denklem elde edilir. (3.1.4) de ifade edilen adi
diferansiyel denkleminin ¢6zlimiinii bulabilmek i¢in ilk 6nce boliim 2.1 de belirtilen

gelistirilmis F-agilim yontemini uygulayalim.

3.1.1. Gelistirilmis F- a¢ilim yonteminin uygulamasi

Zaman Kkesirli Gardner denklemi igin Onerilen ¢6ziim fonksiyonu (2.4) de

belirtilmistir. Bu ¢6ziim fonksiyonuna gore (3.1.4) denklemindeki en yiiksek
mertebeden tiirev igeren U”" () terimi ile en yiiksek dereceden lineer olmayan u® ()
terimleri arasinda kurulan dengeleme islemi sonucunda N =1 olarak elde edilmistir.

Boylece elde edilen bu dengeleme terimi (2.4) denkleminde yerine yazildiginda

(3.1.1) denklemin yeni ¢6ziim fonksiyonunun genel hali

u(w)=a,+aF (0)+bF*(®)+c, = (3.1.5)

seklinde yazilir. (3.1.5) ifadesinden faydalanarak (3.1.4) denkleminde yer alan ilgili

terimlerin karsiliklart bulunur. Bulunan bu terimler (3.1.4) denkleminde yerine

yazildiginda F" (o) =y (0)(i=0,1 j=0,+1,+2,---) Jakobi eliptik fonksiyonlarmna

bagl bir polinom denklem elde edilir. Bu polinom sifir polinomu olarak diisiiniiliip,
katsayilar1 sifira esitlenerek elde edilen cebirsel denklem sistemi Mathematica paket

programinda yazilan koda gore ¢oziildiigiinde a,,a;,b,,c,,K ve L katsayilar ile o
dontisiimii altinda asagida belirtilen durumlarda bulunmustur. Bulunan katsayilar

(3.1.5) ¢oziim fonksiyonunda yerine yazilarak F(w) veya F'(w) Jakobi eliptik
fonksiyonlarina bagli u=u(w) ¢dziimleri bulunur. Ayrica (2.5) denkleminde ozel
olarak secgilenP =m?, Q= —(1+ m2) ve R=1 katsayilarina karsilik F(o)=sn(w)

Jakobi eliptik fonksiyonu i¢in asagida belirtilen durumlardaki ¢oziimleri verilmistir.
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Durum 1:

1 i f P i K
a :_,a :i— —'Il = 1:0, K:i ,L:——, L.
22 gl 2Q ¢ £:2Q & (3.16)

elde edilen katsayilar igin (3.1.1) denklemin ¢6ziim fonksiyonu

a

, (3.1.7)

u(w)=a,+a,F(a), o= KX+F(1+0{)

seklindedir. A = iL Ve @ =% ! (X - t j olmak {izere,

242+ 2m? 8 £2\2+2m? 82F(1+ a)

(3.1.1) denkleminin tam ¢oztiimii
1
ul(wl)=?+ﬂsn(a)l), (3.1.8)

olarak elde edilir.

1.0 5 00
3

\\\\Q\\\\\r \

\\\

-

—_—

i

1
1
i

|
|

Sekil 3.1. (3.1.8) ¢6ziim fonksiyonunun m=0.2, ¢=0.1 ile «=0.0105 1

|

degerleri i¢in ii¢ boyutlu grafik gdsterimi.
Durum 2:

R i
+

i K
, —0b=t— |~ Kot L=—m 1.
a, = 22 a=¢=00Db 2120 020 = (3.1.9)

bulunan katsayilari i¢in (3.1.1) denkleminin ¢6ziim fonksiyonu

u, (wl):ao+a1F71(a)1)1 (3.1.10)
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seklindedir. Ilgili déniisiimler altinda (3.1.1) denkleminin Jakobi eliptik fonksiyon

¢Ozumil
uz(a)l)=—+%ns(a)l), (3.1.11)

olarak bulunur.

Durum 3:

aOZLZ’a:L:iLZ ;,QZiai\/E,Clzo,Kzil - —\ 2
2¢ € 2(Q+6\/ﬁ) P £ 2(Q+6\/ﬁ) £

(3.1.12)
katsayilar1 i¢in (3.1.1) ¢6zliim fonksiyonu
U (@)= +aF (@) +bF *(a,), @ =Kxt—ot (3.1.13)
I'(l+a)
seklindedir, A =+ - |—— 1 e, 3l ! oo
0 2(mP-em+l) T T ey2(mP—6m+1)( £T(l+a)
olmak tizere (3.1.1) denkleminin birlesik Jakobi eliptik fonksiyon ¢oziimii
Uy (o,) = 1 +A sn(w)+lns(w) , (3.1.14)
3 2 282 2 m 2
olarak elde edilir.
Durum 4:
a-l gl [ P b1=+a1ﬁclz+i I
220 T 2e2\Q-6/PR' T T NP T 267\ Q-6VPR’
1 1 K
K=+— , L=——, 3.1.15
£\ Q-6VPR & ( )

elde edilen katsayilar1 i¢in (3.1.1) ¢6ziim fonksiyonu
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U, (@) =a,+a,F (w,)+bF" (a)s)+clm, a)3:KX+F(1+a)’ (3.1.16)

i 1 i 1 t¢
formundadir. =t— |——— Ve @, =+— X—
A=tz \/2(m2+6m+1) ’ g\/m2+6m+1( gzr(1+a)]

olmak tizere (3.1.1) denkleminin yeni tam ¢oziimii

u, (@)= Z_iz+ A (sn(w,)+cs(@;)dn(w,)+m ns(@,)), (3.1.17)
olarak bulunur.

05 0.0

1.0

60
55
50
45

40
0

Sekil 3.2. (3.1.17) ¢6ziim fonksiyonunun m=0.2, £=0.1 ile «=0.01,05,1

degerleri i¢in ii¢ boyutlu grafik gosterimi.
Durum 5:

1 1 1

T T e I SN CEEL)
2¢ 2¢ €

Katsayilar1 i¢in (3.1.1) ¢6ziim fonksiyonu

F(w,) Lt
= , =K , 3.1.19
US(CUA) a, +C F(a)4) @, X+F(1+a) ( )
) ) i i t”
seklindedir. =t—— Vep, =t X— olmak iizere
A 262m’* +1 ’ 28\/m2+1( ezf(lw)]

kompleks donilisimii altinda (3.1.1) denkleminin yeni birlesik Jakobi eliptik

fonksiyon ¢oziimii
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1
Us(a)4)=2—82+A4 cs(aw,)dn(a,), (3.1.20)
olarak elde edilir.

3.1.2. Yeni versiyon gelistirilmis F- acilim yonteminin uygulamasi

Bu kisimda boliim 2.2 de onerdigimiz yeni versiyon gelistirilmis F-ag¢ilim yonetimini
zaman kesirli Gardner denklemine uygulayacagiz. (2.7) de ifade edilen yeni ¢6ziim
fonksiyonuna goére denklemin tam ¢oziimlerini 3.1.1 boliimiinde elde edilenlerden
farkli olanlar1 verecegiz. Bu yeni ¢6ziim fonksiyonuna gore balans prosediirii
hesaplandiginda N =1 olarak elde edilir. Boylece bulunan dengeleme terimi (2.7)

denkleminde yerine yazildiginda (3.1.1) denklemin yeni ¢6ziim fonksiyonu

u(w) =2, +aF (0)+bF*(0)+ i((a“)’)) +d, E((‘:)) , (3.1.21)

N—"

seklinde yazilir. (3.1.21) ifadesi kullanilarak (3.1.4) denkleminde yer alan ilgili

terimler  hesaplanip, bunlar (3.1.4) de yerine yazildiginda yine
F'(0)F'(®)(i=0,1j=0,£1,42,---) Jakobi eliptik fonksiyonlarma bagl bir
polinom denklem elde edilir. a,,a;,b,c,d;,K velL katsayilarini bulabilmek igin

elde edilen polinom sifir polinomu olarak kabul edilip, cebirsel denklem sistemi
olusturulur. Olusan bu denklem sistemi olusturulan koda gére Mathematica
programinda ¢oziiliir. Bulunan ilgili katsayilar ile @ ters doniisiimii altinda asagida

belirtilen ~ yeni  ¢oziimler  bulunmustur. Burada (2.5)  denkleminde

P=m? Q= —(1+ m2) veR =1 Kkatsayilarinin seg¢imine bagli olarak Jakobi eliptik

fonksiyonuna ait ¢oziimler asagida belirtilmistir.

Durum 1:
1 1 |Q°-4PR 1 K
=—F, = =C :O,d =+ ,K:i ,L:—_, 3122
a'O 282 a:l. bl 1 1 282 Q 28 [_Q 82 ( )

elde edilen katsayilari igin (3.1.1) ¢6ziim fonksiyonu
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_ F(o,)
Us (@) =a, +d, F o) (3.1.23)

i(1-m?)
seklindedir. A, =+——— olmak iizere (3.1.1) denkleminin farkl1 Jakobi eliptik
2e%m? +1

fonksiyon ¢oziimii

1
Ue(w4)=2—gz+As sc(w,)nd(a,), (3.1.24)
olarak bulunur.
Durum 2:
a0=i a=b=0c=% 1 . d, =+/Q° - 4PRc
282’ 1 V] _282 Q+3\/Q2_4PR, 1 - 11
K =J_ri F , L=—£2, (3.1.25)
26\ Q+3JQ?—4PR £

bulunan katsayilari i¢in (3.1.1) ¢6ziim fonksiyonu

F'(w F(o Lt”
U, (@5)=ay+c, F( 5)+d1 ( 5), %:KX+F(1+0£)’ (3.1.26)

i 1 “
f dd . == = e
ormundadir. A =+ 52 2(1-2mt) A‘{X 2T (1+a)

J olmak Tizere,
(3.1.1) denkleminin birlesik dejenere olmayan Jacobi eliptik fonksiyon ¢oziimii
1
Uy (@) =5+ A (cs(@y)dn (@) +(1-m?)se(w,)nd (@, ), (3.1.27)

elde edilir.
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3.1.3. Yeni tip gelistirilmis F-acilim yonteminin uygulamasi

Bu kisimda ise bolim 2.3 de oOnerdigimiz en genel Jakobi eliptik fonksiyon
¢ozumlerini veren yeni tip gelistirilmis F-a¢ilim yontimini zaman kesirli Gardner
denklemine uygulayacagiz. (2.12) de ifade edilen yeni ¢6ziim fonksiyonuna gore
denklemin tam c¢oziimlerinde 3.1.2 boliimiinde elde edilenlerden farkli olanlar
belirtecegiz. Bu yeni ¢6ziim fonksiyonuna gore balans prosediirii hesaplandiginda
N =1 olarak bulunmustur. Bdylece bulunan bu dengeleme terimi (2.12)

denkleminde yerine yazildiginda (3.1.1) denklemin yeni ¢6ziim fonksiyonu

F

u(@)=a, +aF (0)+bF™*(@)+c, = + & (3.1.28)
@

seklinde yazilir. (3.1.1) denkleminin yeni tip gelistirilmis F-agilim yontemine goére

elde edilen yeni ve farkli ¢dziimleri belirtilmistir. Onceki ydntemler ile bulunan

¢oziimlerin diginda kalan ¢ozlimler asagida gibi bulunmustur.

Durum 1:
1 [ i |Q
=— ., a=b=0c=t—— d=t—u |,
RIPY R . b2 Q0 28N 2
iR i K
g=t——, K=et——  L=——, 3.1.29
' £2J2Q 2¢,2Q g’ ( )
katsayilart i¢in (3.1.1) ¢6ziim fonksiyonu
F' () F () Lt*
=3a,+C d ! , 0, =K :
(@) =2+ F(w) T F'(a)ﬁ)Jr F'(w)F (w3) “ X+F(1+a)
(3.1.30)
seklindedir. A, ==+ L Ve @, =% L (x— > v j olmak
26%,[2(1+m?) 262(1+m?) | T (L+a)

tizere (3.1.1) denkleminin ¢oklu birlesik dejenere olmayan Jakobi eliptik fonksiyon

¢ozimi
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ug(w6)=2—i2+A7 (cs(@,)dn(@,)+ (1+m°)sc (@, )nd (@,)+ 20c (@, )nd (@, )ns(@,)),

(3.1.31)

olarak bulunur.

0.0
500

-500

Sekil 3.3. (3.1.31) ¢6ziim fonksiyonunun m=0.2, £=0.1 ile «=0.03,05,1

degerleri i¢in ii¢ boyutlu grafik gosterimi.

Durum 2:
1 1 [2Q°-7PQR+(2Q’ —3PR)«/Q2 —4PR
a0=—2,a1=b1=01=0,d1=i 2 2 :
2¢& 2¢ 4Q° -18PR
2 p— —_
e —+NQ TAPRZQ, 1,1 1 L=—8 @13
2P €\ 6,/Q*—4PR -2q &
elde edilen katsayilar i¢in (3.1.1) ¢6ziim fonksiyonu
F(a) & Lt*
Ug (@) =8y ++0, —— 5 +— @, = Kx+ . (3133)
i "Fo) Fl(ao)F(a) 7 (1+a)
seklindedir. A, :i; Ve @, =% 1 X—— v olmak iizere
26242m? -1 2e2m*—1 &T(l+a)

(3.1.1) denkleminin yeni ¢oklu dejenere olmayan Jakobi eliptik fonksiyon ¢6ziimii

ug(@)zz_iﬁ/sg (sc(@,)nd (@) +nc(@;)nd (o, )ns(w,)), (3.1.34)

elde edilir.
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Durum 3:

1 1 1 JQ?—4PR-Q
=—,a=b=0c=t= ,d == 5 C,
2¢ £°1/6,/Q% —4PR - 2Q 2¢

\/ = . (3.1.35)
6,/Q% —4PR - 2Q £

bulunan katsayilar i¢in (3.1.1) ¢6ziim fonksiyonu

F F e
Uy, =a,+C, +d, — +— , (3.1.36)
(@)= o T F ) F () F ()

seklindedir. (3.1.1) denkleminin yeni tip c¢oklu dejenere olmayan Jakobi eliptik

fonksiyon ¢6ziimii

Um(@):Z—inan (mzcs(a)?)dn(a)7)+sc(a)7)nd (,)+nc(ew,)nd (a)7)ns(a)7)),

(3.1.37)

bulunur.

Sekil 3.4. (3.1.37) ¢6ziim fonksiyonunun m=0.2, £=0.1 ile «=0.01,051

degerleri i¢in ii¢ boyutlu grafik gdsterimi.
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3.2. Uzay ve Zaman Kesirli sine-Gordon Denklemi ve Uygulamalari

Bu kisimda

2a 2a
‘32"_6 2V+v—1v3=0, O<a<l (3.2.1)
o’ ox** 6

seklinde ifade edilen lineer olmayan uzay ve zaman kesirli sine-Gordon denklemine
verilen yontemlere uygulanmigtir. Burada v denklemi saglayan x ve t bagimsiz
degiskenlerine bagli bir fonksiyonu, « ise v fonksiyonun Kkesirli mertebeden
tirevini gostermektedir. Uzay ve zaman kesirli sine-Gordon denklemi, dalgalarin

davranislarin1 anlayabilecegimiz lineer olmayan kesirli mertebeden bir denklemdir.

Onerilen F-agilim yéntemlerini (3.2.1) denklemine uygulayabilmek igin oncelikle

yiirliyen dalga dontisiimiinii

Sx“ N Tt*
Il+a) T(l+a)

v(xt)=v(n), n= (3.2.2)

ele almaliyiz. Bu doniisiim altinda ilgili tiirevler hesaplandiginda ve (3.2.1)
denkleminde bu alinan tirevler yerine yazildiginda v=v(7) ve gﬂzv' olmak
n

tizere, (3.2.1) denklemi

v(n)—%v3(n)+(T2 -S*)Vv"(n)=0, (3.2.3)

2. mertebeden bir lineer olmayan adi diferansiyel denklemine indirgenir. (3.2.3) ile
ifade edilen bu adi diferansiyel denklemin genel ¢6ziimiinii elde edebilmek igin ilk

once boliim 2.1 de belirtilen gelistirilmis F-acilim yontemine uygulayalim.

3.2.1. Gelistirilmis F- a¢ilim yonteminin uygulamasi

Gelistirilmis F-agilim yontemine gore uzay ve zaman kesirli sine-Gordon denklemi

icin onerilen ¢oziim fonksiyonu (2.4) te ifade edilmistir. Onerilen bu ¢6ziim
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fonksiyonuna gore balans prosediirii uygulandiginda, (3.2.3) denklemindeki v”(77)

terimi ile v®(n) terimleri arasinda kurulan dengeleme islemi sonucunda N =1

olarak bulunmustur. Boéylece bulunan bu dengeleme terimi (2.4) ifadesinde yerine

yazildiginda (3.2.1) denklemin yeni ¢6ziim fonksiyonunun genel hali

v(17)=a,+a,F (17)+bF " (17)+¢, P(n) (3.2.4)

seklinde olur. (3.2.4) ¢oziim fonksiyonundan faydalanarak (3.2.3) denkleminde yer
alan ilgili terimlerin karsiliklar1 elde edilir. Elde edilen bu terimler (3.2.3)

denkleminde yerine yazildiginda F" (n) F! (7)(i=0,1; j=0,£1,42,---) Jakobi

eliptik fonksiyonlarina bagl bir polinom ifadesi bulunur. Bu polinomun katsayilar
sifira esitlenerek, olusan cebirsel denklem sistemi ilgili kodlara gore ¢6ziildiigiinde

a,,a,,b,c,S ve T katsayilari ile 7 doniisiimii altinda asagida belirtilen durumlarda
elde edilmistir. Elde edilen katsayilar (3.2.4) ¢6ziim fonksiyonunda yerine yazilarak

F(n) veya F'(n) Jakobi eliptik fonksiyonlarna bagh v=v(7) ¢dziimleri bulunur.

Yine (2.5) denkleminde belirtilen katsayilar uygun olarak secilirse, bu katsayilara

karsiik F (77)=sn(#) Jakobi eliptik fonksiyonuna ait asagida belirtilen ¢6ziimler

elde edilmistir.

a8, =b=¢ =0, a1=i2i\/%,T=i«/QS;_l, (3.2.5)

katsayilar1 i¢in (3.2.1) ¢6zliim fonksiyonu

Durum 1:

Sx* Tt”

vi(m)=aF (m), nl=r(1+a)+r(l+a), (3.2.6)
a S?(1+m?*)+1 e
formundadir. B, =42, [— ve 7, = S + ( 2) t olmak
m?® +1 I(l+a) 1+m I'(l+a)

tizere, (3.2.1) denkleminin tam ¢6ziimii
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v, (7,)=Bysn(m,), (3.2.7)

olarak elde edilir.

Durum 2:

ao=a1=01=0,b1=i2i\/%ﬁ=i«/%_l, (3.2.8)

elde edilen katsayilar i¢in (3.2.1) ¢6ziim fonksiyonu

v, (m)=bF*(m), (3.2.9)
seklindedir. (3.2.1) denkleminin Jakobi elliptik fonksiyon ¢6ziimii

v, (7,)=Byns(n,), (3.2.10)
olarak bulunur.

Durum 3:

3P 3R S?
= :O, :_2 - :—2 - —— =T - — L o=
p=a=0 4 +\/6\/PR+Q " +\}6\/PR+Q ! +\/6\/PR+Q+1 B211)

bulunan katsayilar i¢in (3.2.1) ¢6ziim fonksiyonu

vV, (772) =a,F (772)+b1':71(772)' m, = r(i)fa) " F(It:a)

olarak ifade edilir. B, =12 /% ve
m*—-6m+1

Sx* \/Sz(m2—6m+1)+1 te
n,= * 2
I'(1+a) m’-6m+1  I'(l+a)

. (3212

olmak {lizere yiiriiyen dalga

doniisiimii altinda (3.2.1) denkleminin tam ¢6ziimii

V;(m,) =B, (msn(n,)+ns(n,)), (3.2.13)
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olarak elde edilir.

=

<

ﬁ

=

—

| L 'I\‘<
—=
_
—

g
—
g

Sekil 3.5. (3.2.13) ¢6ziim fonksiyonunun m=S=0.5 ile «=0.1, 0.5, 0.9 degerleri

i¢in Ui¢ ve iki boyutlu grafik gdsterimi.

ao=ai=b1=0,01=i\gﬁ=i,/%. (3.2.14)

katsayilart i¢in (3.2.1) ¢6zliim fonksiyonu

Durum 4:

F'(15) Sx“ Tt
v =C , = , 3.2.15
()= P e T a) (3.219)
a s?(2m?*+2)-1 a
seklindedir. B,=+i,|—°— ve 7,=—>% i\/ ( i )k
1+m I'(1+a) 2m’+2  I'(l+a)
iizere, kompleks dontisiimii altinda (3.2.1) denkleminin tam ¢6ziimii
v, (175) =By cs(1;) dn(7), (3.2.16)

olarak elde edilir.
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Sekil 3.6. (3.2.16) ¢oziim fonksiyonunun m=S=0.5 ile «=0.1, 0.5, 0.9 degerleri
icin Ui¢ ve iki boyutlu grafik gdsterimi.

6P 6R
SRRy L ey
_e|— 5 1. $*(Q-6VPR)+2 3.2.17
“Hoer T o R 230

elde edilen katsayilar i¢in (3.2.1) ¢6ziim fonksiyonu

Durum 5:

Vs (774)=a1F(774)+b1F*1(774)+c1—

a S?(m?+6m+1)-2 a
seklindedir. B, =+i,|——°— ve , = —* i\/ ( 2 )-2_t
m*+6m+1 I(1+a) m*+6m+1 I(1+a)

olmak tizere, doniisiimii altinda (3.2.1) denkleminin birlesik Jakobi eliptik fonksiyon

(3.2.18)

¢Ozlimii asagidaki gibi bulunur

Vs (1,) =B, (cs(n,)dn(n,)+msn(n,)+ns(n,)). (3.2.19)
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3.2.2. Yeni versiyon F- acilim yonteminin uygulamasi

Uzay ve zaman Kkesirli sine-Gordon denklemine bolim 3.2 de 6nerdigimiz yeni
versiyon gelistirilmis F-a¢ilim yonetimi uygulanmustir. (2.7) de ifade edilen yeni
¢oziim fonksiyonuna gore denklemin tam c¢oziimleri icin 3.2.1 boliimiinde elde
edilenlerden farkli olanlar belirtilmistir. Balans prosediirii hesaplandiginda, yine
N =1 olarak tespit edilmistir. Bulunan bu dengeleme terimine gore (3.2.1)

denklemin yeni ¢6ziim fonksiyonu

v(n)=2,+a,F (n)+bF ™ (n)+c I;(n +d, ), (3.2.20)

seklinde ifade edilir. (3.2.20) ifadesi kullanilarak, (3.2.3) denkleminde bulunan ilgili
tirevler  hesaplanip, bunlar (3.2.3) de yerine yazildiinda yine

Fr (n) F! (7)(i=0,1; j=0,£1,%2,---) Jakobi eliptik fonksiyonlarma bagl bir

polinom denklem bulunur. ilgili katsayilarin bulunabilmesi icin elde edilen polinom
sifira esitlenip, olusan cebirsel denklem sistemi yazilan kodlara gore ¢oziliir. Elde

edilen katsayilar ile 7 ters donlisiimii altinda asagida belirtilen yeni Jakobi eliptik

fonksiyon ¢6ziimleri bulunmustur.

Durum 1:

6(Q* -~ 4PR) 2QS? +1
—a=b=c=0d =4 L T=14 |2 3.2.21
8,=a,=h=c ,/ : ,/ . (3.2.21)

elde edilen katsayilar1 igin (3.2.1) ¢6ziim fonksiyonu

Ve (1,) = d, (3.2.22)

5 olmak tizere, (3.2.1) denkleminin goklu Jakobi

formundadir. B, ==+ (1— m? ) i 1
m- +

eliptik fonksiyon ¢6ziimii
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Ve (17,) =By sc(n,)nd(1,), (3.2.23)

olarak elde edilir.

Durum 2:

a0:a1:b1=O,Cl=i\/ ° d1—+\v/36(Q ~4PR)

3,JQ?—4PR+Q’ JQ?—4PR+Q
- 1\/882(2Q2 ~9PR)+3/Q"—4PR-Q

= : 3.2.24
2 4Q” _18PR (3.2.24)
katsayilar1 i¢in (3.2.1) ¢6zliim fonksiyonu
-1 F’(775) Sx“* Tt*
v, (75) = a,F () +BF 7 () + ¢, ——= . (3.2.25)

F(n,)' ™ T(+a) T(lta)

3 S \/SZ(Zmz—l)—l @

eklindedir. B, =+, [ ——— =
’ ° \i-2m? s 2m’-1 2l (1+a)

= + Imak
F(1+a) oma

tizere, kompleks donisiimii altinda (3.2.1) denkleminin birlesik Jakobi eliptik

fonksiyon ¢6ziimii

v, (75) =B (Cs(ns)dn(n5)+ (1— mz)sc(n5 ynd (775 )), (3.2.26)

olarak elde edilir.

30



Sekil 3.7. (3.2.26) ¢oziim fonksiyonunun m=S=0.5 ile «=0.1, 0.5, 0.9 degerleri

icin Ui¢ ve iki boyutlu grafik gdsterimi.

3.2.3. Yeni Tip F- agihm yonteminin uygulamasi

En genel Jakobi eliptik fonksiyon c¢oziimleri veren yeni tip gelistirilmis F-a¢ilim
yonetimi bolim 3.2 de 6nerdigimiz uzay ve zaman kesirli sine-Gordon denklemine
uygulanmigtir. Bu yontem sayesinde (2.12) de ifade edilen yeni ¢6ziim fonksiyonuna
gore denklemin tam ¢Oziimleri 3.2.2 bolimiinde elde edilenlerin diginda
belirtilmigtir. Dengeleme islemi Onerilen yeni ¢6ziim fonksiyonuna gore
hesaplandiginda N =1 bulunmustur. Boylece (3.2.1) denklemin yeni ¢6ziim

fonksiyonu

F F
V(n) =2 +aF (n)+bF* (n)+¢ = +d; tr) , nean (3.1.27)

olarak ifade edilir. (3.1) denkleminin yeni tip gelistirilmis F-ag¢ilim yOntemi

uygulanarak bulunan ¢éziimlerin diger yontemlerden elde edilenlerin disinda kalan

¢Oziimleri belirtilmistir.
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Durum 1:

6Q2,/Q% — 4PR —9PR+/Q? — 4PR — 21PQR + 6Q°
ao=a1:b1:(:1:07 dl:i )

2Q? -9PR

JO?—4PR-Q T ii\/ssz(zQ2 —9PR)+3«/Q2 —4PR-Q

= . T= , 3.2.28
' 2P 2 4Q? -18PR ( )
bulunan katsayilari igin (3.2.1) ¢6ziim fonksiyonu
v, (15) =1, Fln), & L S 5 (3.2.29)
F'(ns) F'(ns)F(n5) IF(l+a) T(l+a)
a S?(2m*—4)-1 e
seklindedir. B, =+, |~ olmak iizere, 7, = — i\/ ( . )7t
2-m I(1+a) 2m’-4  T'(l+a)

doniistimii altinda (3.2.1) denkleminin ¢oklu birlesik Jakobi eliptik fonksiyon

¢Ozumu
Vg (775) = £B, (nc(nﬁ)nd (75 )ns (7 )+ m?sn (7, )nc(ns )nd (775)), (3.2.30)

olarak elde edilir.

8 1
15 F 3
., E
\ A :
6 |
| 1
5 05t
4 TN
f N UAUBUAU[JUQVAUAVAUA\?
3

Sekil 3.8. (3.2.30) ¢oziim fonksiyonunun m=S=0.5 ile «=0.1 0.5, 0.9 degerleri

icin Ui¢ ve iki boyutlu grafik gdsterimi.
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Durum 2:

.f3 : . {3 1 /4Q32—1
=a, =b =0, ¢, =4i =, d =4iy3Q,e =22IR |—, T=£= [——,
a,=a =0 C i 0 i\/3Q, e i o 5 o

(3.2.31)

katsayilar1 i¢in (3.2.1) ¢6zliim fonksiyonu

Vg (777) =G

(3.2.32)

a 4S%(m* +1)+1 a
seklindedir. B7:i,/2i ve 7, = S J_r\/ ( i ) L olmak
m? +1 I'(l+a) m?® +1 2r (1+a)

tizere, donitisimii altinda (3.2.1) denkleminin ¢oklu dejenere olmayan Jakobi eliptik

fonksiyon ¢6ziimii

Vo (17,) = By (2n0(777)nd (7, )ns(n, ) +cs (7, ) dn (7, ) +(m? +1)sc (7, )nd (777)),
(3.2.33)

bulunur.

3.3. Uzay ve Zaman-Kesirli Kiibik Schrodinger Denklemi ve Uygulamalari

Bu kisimda genel hali

0w 0%Pw
i v + ~77

+2ww=0, t>0, 0<a,f<1 (3.3.1)

seklinde olan lineer olmayan uzay ve zaman kesirli kiibik Schrodinger denkleminin
verilen yontemlere uygulamalar1 verilmistir. Burada W denklemi saglayan, X ve t
bagimsiz degiskenlerine bagli bir fonksiyon, a ve g ise w fonksiyonun kesirli
mertebeden tiirevi olarak verilmistir. Bu denklem kuantum mekaniginde bazi
dinamik sistemleri ve akiskanlar dinamiginde lineer olmayan dinamik sistemleri
temsil eder. (3.1.1) denklemine verilen F-agilim yontemlerini uygulayabilmek igin

oncelikle asagidaki yiiriiyen dalga doniisiimii
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o Mxf L Ht . Yx/ A
T(1+p4) T(l+a) ° T(1+p) T(l+a)

w(x,t)=e"w(&), 6 : (33.2)

ele alinabilir. Bu doniisiime gore ilgili tiirevler alindiginda ve (3.3.1) denkleminde

alinan tiirevler yerine konulup, reel ve imajiner kisim seklinde ayr1 denklemler olarak

yazildiginda w=w(¢) ve gﬂ =W olmak iizere, (3.3.1) denklemi

—Hw(&)-M2w(&)+Y W' (&) +2w° (£) =0, (3.3.3)

Zw'(&)+2MYW' (&) =0. (3.3.4)

lineer olmayan adi diferansiyel denklem sistemine indirgenir. (3.3.4) esitliginin her

iki tarafinin ¢ degiskenine gore integrali alinip ve olusan integral sabitini sifir olarak

secildiginde M = — % bulunur. (3.3.4) ‘te bulunan bu esitlik (3.3.3) ‘te kullanilirsa
(—4HY? —Z*)w(&)+8Y W’ (&) +4Y°*w"(£) =0, (3.3.5)

seklinde 2. mertebeden bir adi diferansiyel denklem elde edilir. (3.3.5) de ifade
edilen adi diferansiyel denkleminin ¢o6ziimiinii bulabilmek i¢in bolim 2.1 de

belirtilen gelistirilmis F-acilim yontemine uygulayalim.

3.3.1. Gelistirilmis F- agilim yonteminin uygulamasi

Lineer olmayan uzay ve zaman kesirli kiibik Schrodinger denkleminin gelistirilmis
F-acilim yontemine gore Onerilen ¢6zliim fonksiyonu (2.4) de belirtilmistir. Buna
gore hesaplanan dengeleme islemi sonucunda N =1 olarak elde edilmistir. Boylece

(3.3.1) denklemin yeni ¢6ziim fonksiyonunun genel hali

W(¢)=a+aF (£)+bF*(¢)+c— (3.3.6)

seklinde yazilir. Benzer hesaplama teknigi dikkate alinarak, olusturulan koda gore
¢oziim yapildiginda Jakobi eliptik fonksiyonlar cinsinden asagida belirtilen

durumlardaki ¢oziimler bulunmustur.
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Durum 1:

a,=b =¢, =0, a =+YYP, Z=%2Y,[Y’Q—H, (3.3.7)

bulunan katsayilar1 i¢in (3.3.1) denklemin ¢6ziim fonksiyonu

Mx” Ht* Yx# Zt*

Fp) Tra) @ Tep) Tara) %9

Wl(é:l):aiF (‘):1)’ 01:

\/H+Y Lem? )X’ g

seklindedir. C, = iiY%, olmak tizere, 6, = +
r(1+3) I(l+a)

ve

Vo 2\/H Y (YR (14 m?) e
(1+,B) I'(l+a)

denkleminin tam ¢6ziimii

&=

kompleks doniisimii altinda (3.3.1)

w, (&)=Cme"*sn(¢&), (3.3.8)
olarak elde edilir.
Durum 2:
a,=a,=¢ =0, b =+Y\VR, Z=+2YY°’Q—H, (3.3.9)

elde edilen katsayilar1 igin (3.3.1) denklemin ¢6ziim fonksiyonu

w,(&)=aF (&), (3.3.10)

seklindedir. (3.3.1) denkleminin analitik ¢ozimii
W, (&)=Cme"ns(&), (3.3.11)

seklinde bulunur.
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Durum 3:

8,=C,=0, a =+HYYP, b =+iYR, zzizvz\/YB(Qz—sﬁ)—H, (33.12)

katsayilari igin (3.3.1) denklemin ¢6ziim fonksiyonu

Mx? Ht* Yx? Zt*
W, (&) =a,F (&), 92:r(1+ﬂ)+r(1+a)' 52:r(1+ﬁ)+r(1+a)’ (3.3.13)

iY (JH +Y?(1+m?+6m)x’ @
seklindedir. 0, =7 JH Y K,k
L(1+4) [(l+a)

ve

W, 2Y2 JH =Y (1+m? + 6m )t

2 =T (1s 4) r(ira)

olmak tizere kompleks doniisiimii

altinda (3.3.1) denkleminin Jakobi eliptik fonksiyon ¢6ztiimii

w, (&) =C,e” (msn(&)+ns(&,)), (3.3.14)
olarak elde edilir.
Durum 4:
a,=a = =0, ¢, =+iY, Z=42iY,[2Y°Q+H, (3.3.15)

elde edilen katsayilar1 igin (3.3.1) denklemin ¢6ziim fonksiyonu

_F'(&) , wm¢ Ht oW Zt”
S = E ey ST Tea) ¢ T ) Tra)
(3.3.16)
seklindedir.

iJH-207 (1+m)x" e w2V H-2¢ (1+m?)te

=+ = +
% TM+f)  T@+a) ™ Ta+p)  T(+a)
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olmak iizere kompleks doniisimii uygulandiginda (3.3.1) denkleminin yeni tam

¢Ozumu
w, (&) =Cme"cs(&)dn(&,), (3.3.17)

olarak elde edilir.

I
\V\

Sekil 3.9. (3.3.17) ¢6ziim fonksiyonunun m=Y =05, H=-1, =01 ile
P =0.1,0.55, 0.99 degerleri i¢in ii¢ ve iki boyutlu grafik gosterimi.

01
B = o © -
L L L -02 [ 1

Durum 5:

a, =0, q:i%ivﬁ, blzi%Y\/ﬁ, clzi%iY«/\?,ZziiY\/4H +2*(Q+6VPR),
(3.3.18)

katsayilari igin (3.3.1) denklemin ¢6ziim fonksiyonu
F'(&) 4 Mx” Ht” Yx” Zt”

Fe) T p) Tra) © T p) Tira)
(3.3.19)

W5(§4)=31F (54)+b1F_1(§4)+C1

: i [4H —2Y% (14 m? —6m)x” «
seklindedir.  C, =1M, 6,=7F \/ ( ) L Ht
2 r(1+p) I'(l+a)

ve

LW iiY\/4H—2Y3(1+m2—6m)t“
r(1+p3) I(1+a)

olmak {izere mevcut doniisimii
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uygulanirsa (3.3.1) denkleminin birlesik dejenere olmayan Jakobi eliptik fonksiyon

¢Ozimi
W, (&) =C,e" (msn(&)+ns(&)+os(&,)dn(&,)). (3.3.20)

bulunur.

:: » - VAVAWAUAWA“{\ I

Sei(il 3.10. (3.3.20) ¢6ziim fonksiyonunun m=Y =05, H=-1, a=0.1 ile
P =0.1,0.55, 0.99 degerleri i¢in {i¢ ve iki boyutlu grafik gosterimi.

3.3.2. Yeni versiyon F- acilim yonteminin uygulamasi

Bolim 2.2 de oOnerdigimiz yeni versiyon gelistirilmis F-agilim ydnetimi lineer
olmayan uzay ve zaman kesirli kiibik Schrédinger denklemine uygulanmistir. Bu
yonteme gore Onerilen ¢oziim fonksiyonu (2.7) ifadesinde oldugu gibidir. Buna gore
balanstan hesaplanan dengeleme terimi N =1 olarak bulunmustur. Bu durumda

(3.3.1) denklemin yeni ¢6ziim fonksiyonunun genel hali

W(§)=%+81F(§)+blF‘1(§)+cllF: +d, F(ég), (3.3.21)

seklindedir. (3.3.21) ifadesindeki ¢oziim fonksiyonundan hareketle (3.3.5)
denkleminde yer alan ilgili ifadeler hesaplanip, yerine yazildiginda Jakobi eliptik

fonksiyonlarma bagl bir polinom denklemi bulunur. Olusturulan cebirsel denklem

38



sisteminin ¢6ziimiinden bulunmasi gereken ilgili katsayilar hesaplanir ve Jakobi

eliptik fonksiyonuna bagli ¢oziimler asagida ifade edilmistir.

Durum 1:

a,=a,=h =c =0,d, =iV, [Y (Q*~4PR), Z=22iY\2Y°Q+H, (3.3.22)

hesaplanan katsayilar i¢in (3.3.1) denklemin ¢6ziim fonksiyonu

F(&)
F'(c)

We (63):d1 ) (3.3.23)

seklindedir. C, = iin/?(m2 —1) olmak tizere, (3.3.1) denkleminin yeni tam ¢6ziimii

W, (&) =C,e” sc(&)nd (&), (3.3.24)
olarak elde edilir.
Durum 2:
a,=a,=h =0, ¢, =4V, d, =+iY,[Y (Q*~4PR), Z =¢2iY\/H +2Y3(Q+3M),
(3.3.25)

elde edilen katsayilar i¢in (3.3.1) denklemin ¢6ziim fonksiyonu

_ Fl(égs) F(égs) _ Mx? Ht“ _ Yx* Zt”
&)= ) ARG AT ) T ST ) Tre)
(3.3.26)
seklindedir.
i [H+ay3(m2—2)x? « 2iY JH +4Y3(m? - 2)t”
6’5=_I\/ +2r (m )X . &5 = ! + I\/ i (m )t
@A) Tare) TTT@eA) Tara)

dontisimii altinda (3.3.1) denkleminin ¢oklu birlesik Jakobi eliptik fonksiyon

¢ozimi

w, (&) =e"(Ces(&)dn(&)+Cysc(&)nd (&), (3.3.27)
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olarak elde edilir.

5 / / A /\vf\yllgv AVAV{‘VAVAv{\Vn"ﬂ 1 -
10 20 F 20 2 ( / /

Sekil 3.11. (3.3.27) ¢6ziim fonksiyonunun m=Y =05, H=-1, =01 le
P =0.1,0.55, 0.99 degerleri i¢in ii¢ ve iki boyutlu grafik gosterimi.

3.3.3. Yeni Tip F- acihm yoénteminin uygulamasi

Bu kisimda yeni tip gelistirilmis F-agilim yonetimini sayesinde uzay ve zaman kesirli
Kiibik Schrodinger denkleminin en genel Jakobi eliptik fonksiyon ¢oziimleri
bulunmustur. (2.12) de ifade edilen yeni ¢6zliim fonksiyonuna gore denklemin tam
¢oziimlerini 3.2.2 boliimiinde elde edilenlerin disindakiler belirtilmistir. Onerilen bu
yeni ¢oziim fonksiyonuna gore balans prosediirii hesaplandiginda N = 1 olarak
bulunmustur. Boylece bulunan bu dengeleme terimi (2.12) denkleminde yerine

yazildiginda (3.3.1) denklemin yeni ¢6ziim fonksiyonu

W(§)=ao+alF(é)+blF‘1(§)+ch +d, (), elF o (3329)

olarak ifade edilir. (3.1) denkleminin yeni tip gelistirilmis F-agilim yontemi

uygulanarak bulunan ¢oéziimler asagida belirtilmistir.
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Durum 1:

\/Y (Q2—2PR+Q,/Q2—4PR)
5 ,

a,=a,=b =c =0, d, =+iY

e = Q" ~4PR _Q, Z =12iY\/H +Y3(31/Q2 —4PR —Q), (3.3.29)

2P

elde edilen katsayilar1 i¢in (3.3.1) denklemin ¢6ziim fonksiyonu

F(&) e Mx” Ht“ Yx”? zt

) TR TTa) Tar) * T Tara)
(3.3.30)
seklindedir.
i.[H+2y3(2m? —1)x”? o 2iY JH +2Y?(2m? - 1)t
06:_|\/+ (m )x+ Ht - Yx”? i'\/+ (m )
2r (1+ ) F(l+a) = T(+A) r(l+a)

dontigimii kullanilarak (3.3.1) denkleminin birlesik dejenere olmayan Jakobi eliptik

fonksiyon ¢6ziimii

w, (&) =Ce™ (ns(&)nc(&)nd (&)+m’sc(&)nd (&), (3.3.31)

olarak bulunur.

A ANAMMIL Al 1

=

W

¥ \
Sekil 3.12. (3.3.31) coziim fonksiyonunun m=Y =05, H=-1, a=0.1 ile
£ =0.1, 055, 0.99 degerleri i¢in ii¢ ve iki boyutlu grafik gosterimi

- M MV

-08
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Durum 2:

a,=a,=b =0, ¢ =+iYY, d =+

iYY (Q?-4PR Q)
> ,

12PRY® +(4Y°Q - H )(,/Q2 _4PR —Q)

=+YRVY, Z=+2Y , (3.3.32)
" JQ?—4PR-Q
katsayilari igin (3.3.1) denklemin ¢6ziim fonksiyonu
F'(&%) F(&) e
b (%) =G, d, 1 : (3.3.33)
WO G E) RE) FEIRE)

seklindedir. (3.3.1) denkleminin goklu Jakobi eliptik fonksiyon ¢éziimii

w, (&) =Ce™ (ns(&)nc(&)nd (&)+cs(&)dn (& )+2mse(&)nd (&), (3.3.34)

olarak elde edilir.

Sekil 3.13. (3.3.34) ¢6ziim fonksiyonunun m=Y =05, H=-1, =01 ile
L =0.1, 055, 0.99 degerleri i¢in ii¢ ve iki boyutlu grafik gosterimi.
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4, NUMERIK YONTEMIN UYGULAMASI

Bu boliimde literatiirde var olan kesirli mertebeden diferansiyel denklemlere
uygulanabilen varyasyonel iterasyon yonteminin bir uygulamasi yapilmistir.

Yontemin zaman kesirli Gardner denklemine uygulamasi verilmistir.

4.1. Zaman Kesirli Gardner Denklemi
Bu kisimda, zaman kesirli Gardner denklemini

Dfu+6(u—s’u®)u, +U,, =0, 0<a<l (4.1.1)
seklinde ele alalim. Bolim 2.4’de verilen varyasyon iterasyonel ydntemini bu
denkleme uygulayalim. ilk énce 0< o <1 verildiginden Lagrange ¢arpan1 1 =-1

4 (T_t)(m—l)a
r(1+(m-1)a)

olarak alinir. Diger durumlarda /1=(—1) olarak kullanilir. Bu

denkleme karsilik gelen diizeltme fonksiyoneli

; o’u (z ou, (z) o (r
(0=, 1)+ y(r)[#fﬂw(uk(r)—sm:(r)) A >}m 412)
olarak yazilir. Eger Lagrange ¢arpan1 A = -1 olarak alindiginda,

U, (t) =U, (t)+j£m+ G(Uk (T)—SZUE (T)) aUk (T) + 83Uk ET)]dz.’ (4.1.3)

o\ or° ot ot

bulunur. (4.1.1) denkleminin baslangig sarti u(0) =1 seklinde alimirsa, k =0 igin
o 0%u, (7 ouy(7) O,
“1“):“°(t)+£(#5)+6(uo<r>—fué<r>) blr), Puls >de
ol ;
I{ (1= )ar}df ﬂ } (4.1.4)

0{

0{

e
g

Leibniz kural (4.1.4) ifadesine uygulanirsa,
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(0“1 0" |
dr = 1dt—f (t,yV'+ f (O, y)u’
J G 0= g Jl= T Ly + £ (0y)0

o
or”

-1 , (4.1.5)

elde edilir. Bulunan deger (4.1.4)’de yerine yazildiginda, denklemin yaklasik ¢6ziimii

ul(t)zl—(r(t;ja)—lj:Z—% (4.1.6)

bulunur. (4.1.4) iterasyon formiiliinden k =1 i¢in ikinci yaklagim

u, (t) =u,(t) _‘(i;[aau;gr)_,_ 6(U1(T)—52u12 (T)) 8ul(r) r a3u1(7)]dz.

ot or or’

:ul(t)—jy;%gr)dr—j{G(ul(r)—gzuf(r))ag—gr)}dr—ﬂ%}dr

0 0

(4.1.7)

olarak ifade edilir. Buradaki hesaplanmasi gereken integral islemleri agagidaki gibi

hesaplanir.

t N t a l-a
|1=_|-a ul(T)deJ 0 2— t dr
. 07" . 0T” [(2-a)
(4.1.8)
£0"2 1 ot
:I —dr - I —dr
2 0T F(Z—a)o or
Leibniz kural1 geregi (4.1.8) ifadesindeki integral,
taatl—a aa t
dr = tedt— f (t,y V' + f(0,y)u’
{W g M{ (tyy'+f(0,y)u
ay2-a
R S (4.1.9)
2—a 0t°
_ 1 r(3_a)t2_2a _ l-a
2-a T(3-2a)
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bulunur. zI'[z]=T[z+1] 6zdesliginden yararlanarak (4.1.9) ifadesindeki integral

r(2-a)

t** —t"* olarak elde edilir. Boylece (4.1.8) ifadesi
I'(3-2a)

- Z(ré;) _1} r(zl—a) (;((32__20;)) . _tl_aJ

tl—a t2—2a tl—a
_2(1‘(2—0:)_1]_F(3—2a)+1“(2—a) (#.110)

tl—a t2—2a

U (ma) Te-2a) °

elde edilir.

_ (3(uf)’(T)_zg(uf)'(r)jdf (4.0.12)

ve

(4.1.12)

olarak bulunur.

Leibniz kural1 geregince,
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:j_:sj[z_r(t;a)Jdt_ f(ty)v'+f(0yu

0

g_tz_m_F(Z—Z)?z_a)}‘(z‘%]

t—l—a tl—a
=) r )
e ) (4.1.13)
= 288 F(2=a) +a(1—a)r(2_a)

Bulunan 1, 1,, 1, degerlerini yerine yazildiginda,

-2y (o iy e |
{emgretamy

la 2-2a 1o l-a _ ~(1+a)
S SR 32—t 12572t _ali-a)t
[(2-a) I'(3-2a) r(2-a) r(2-a) I(2-a)

(4.1.14)

seklindeu, (t) yaklasik ¢oziimii elde edilir. iterasyon benzer diisiinceyle cogaltilarak

daha hashas sonuglar bulunabilir.
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5. SONUC

Bu tez caligmasinda Jakobi eliptik fonksiyon ¢oziimlerini igeren literatiirde var olan
gelistirilmis F-a¢ilim yontemi ele alinmis ve bu yontemin gelistirilmesiyle iki farkli
yontem olan yeni versiyon gelistirilmis F-acilim yontemi ile yeni tip gelistirilmis F-
acilim yontemi literatiire kazandirilmistir. Onerdigimiz yontemler lineer olmayan
kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin analitik ¢oziimlerinin belirlenmesinde
kullanilmistir. Bu yontemler, sirasiyla lineer olmayan kesirli mertebeden zaman
kesirli Gardner, uzay ve zaman kesirli sine-Gordon ve uzay ve zaman kesirli kiibik
Schrodinger denklemlerine uygulanmistir. Uygulanan denklemlerin ¢oziimleri
incelendiginde; Onerilen yontemlerden yeni tip gelistirilmis F-acilim yonteminin
diger yontemlerden elde edilen c¢oziimleri elde ettigi gibi daha farkli ve yeni
coziimler buldugu sonucuna varimistir. Literatiirdeki diger yontemlerle Onerilen
yontemler karsilastirildiginda ise bu yontemlerin diger yontemlerden farkli ¢oziim
fonksiyonlarmi yapilandirdigi goriilmiistiir. Ayrica ¢6ziim fonksiyonlarinda yer alan
keyfi parametre degerleri igin iki ve ii¢ boyutlu grafikler ¢izilerek, ¢oziimlerin
fiziksel davranislar1 belirlenmistir. Mathematica paket programi bu yontemlerin
uygulanmasinda kullanilan kodlarin olusturulmasinda kullanilmistir.  Ayrica
varyasyonel iterasyon yontemi ele alinarak, lineer olmayan kesirli mertebeden zaman
kesirli Gardner denkleminin yaklasik ¢6ziimleri elde edilmistir. Elde edilen sonuglara
bakildiginda yeni versiyon gelistirilmis F-acilim yontemi ile yeni tip gelistirilmis F-
acilim yonteminin Kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin analitik ¢oziimlerinin
bulunmasinda etkin oldugu goriilmiistiir. Literatiirde yer almayan yeni ve farkl
yiiriiyen dalga ¢dziimleri her {i¢ denklem i¢in de bulunmustur. Onerdigimiz her iki
yontem de lineer olmayan kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin degisik

formlarina uygulanabilir ve farkli sonuclarin bulanabilecegini sdyleyebiliriz.
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