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OZET

Bu c¢alismada, tam diskriminant sistem yo6ntemi incelenmistir. Bu yontemin {iglinci
dereceden polinomlar igin olani lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin tam
¢dziimlerinin elde edilmesini saglar. Incelenen bu ydntem; Sine-Gordon denklemi ve KdV
denklem sistemine uygulanmis ve bu denklemlerin yeni farkli tam ¢6ziimleri elde edilmistir.
Elde edilen bu yeni tam c¢oziimlerin denklemlerin literatirde yer almayan g¢oziimleri
oldugunu ifade edilebilir. Elde edilen bu yeni tam ¢6ziimlerin iki ve {i¢ boyutlu grafikleri

cizilerek fiziksel davranislar1 hakkinda bilgi verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Tam diskriminat sistem yontemi, Ugiincii dereceden polinomlar icin
tam diskriminat sistem yontemi, Lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemler, Sine-

Gordon denklemi, KdV (Korteweg-de Vries) denklem sistemi
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ABSTRACT

In this study, the complete discriminate system is explored. This method for third order
polynomials allows to obtain exact solutions of nonlinear partial differential equations. This
method is applied to the Sine-Gordon equation and coupled KdV the equation and new
different exact solutions of these equations are obtained. It can be stated that these new exact
solutions are the solutions of the equations that are not included in the literature. Information
about the physical behaviors of these new exact solutions is given by drawing two and three

dimensional graphs.
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1. GIRIS

Belirli bir uyum igerisinde olan diinya ile tiim evren, siiregelen yasamimizda bir
diizen ve bu diizenin olusturdugu yasalar dahilindedir. Matematiksel ifadeler ile bu
yasalar izah edildiginde diinyadaki bu karmasiklik daha da bir aciklanir hale gelir.
Evrendeki bu karmasik diizeni ve fiziksel olaylari, mantiga yatkin anlamli bir sekilde
aciklayabilmek ve matematik dili ile izah edip anlasilir hale getirmek igin diferansiyel
denklemlerden yararlanilabilir. Genel anlamda diferansiyel denklemler uygulamali
bilimlerde ve ekonomi gibi bilimsel alanlarda olusan problemleri agiklamaya
yardimc1 olur. Bu fiziksel olaylar zamanla degiserek tiirevi, bu tlirevlerde diferansiyel
denklemleri olusturur. Diferansiyel denklemler bilinmeyen fonksiyon ile tiirevlerini

kapsayan denklemlerdir.

Dogadaki olaylar1 mantiga yatkin izah edebilmemiz i¢in diferansiyel denklemleri
¢coziime kavusturmak gerekir. Son yillarda diferansiyel denklemlerin ¢éziimlerine
yonelik yapilan aragtirmalar bilim insanlarinin  dikkatini ¢ekmistir. Bu tip
diferansiyel denklemlerin ¢oziimiine yonelik cesitli yontemler bilim insanlari
tarafindan bulunup gelistirilmistir. Bulunan bu yontemler birgok ¢oziime
ulasilmasina olanak saglamistir. Ulasilan bu ¢éziimler fiziksel olaylara daha mantikl
yaklagmamizi saglamistir. Bu tiir fiziki olaylarin anlasilir olabilmesi icin lineer
olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin tam ¢oziimlerinin bulunup, bu
coziimlerden ulasilan dalga kavramina gereksinim vardir. Bu dalgalar farklilik
gosterebilir. Bu dalgalardan hareketli dalga olarak adlandirilan dalga hareketi, lineer
olamayan kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin ¢oziimii ile elde edilir. Bilim
insanlar1 bu tip hareketli dalga tiirlerinin elde edilebilmesi i¢in analitik yontemler
tavsiye etmislerdir. Bu sekilde farkli hareketli dalga tiirlerini elde etmek icin analitik

yontemler kullanilip literatiire kazandirilmistir.

Son zamanlarda yapilan arastirmalarda lineer olmayan diferansiyel denklemlere
ayrilan pay artis gostermektedir. Mihendislik ve Fen bilimleri gibi bilimlerin
uygulamalarinda bu tip denklemlerin ¢esitli tiirleri ortaya ¢ikmistir. Fizik ve doga
olaylarinin incelenmesinde bu denklemlerin genel ¢oziimlerine ulasilmasi 6nem arz

etmektedir. Bu lineer olmayan fizik ve doga olaylar1 baslica su alanlarda



goriilmiistiir: Biyoloji, optik fiberler, kati hal fizigi, miihendislik, kimyasal fizik,
plazma fizigi, kimyasal kinematik, jeokimya vs. Farkli bilim insanlar1 tarafindan
uygulama kapsami genis olan lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin
tam c¢oziimlerinin bulunmasma imkan saglayan giivenilir yontemler bulunmustur.
Tavsiye edilen yeni yontemlerle yeni ¢ozliim fonksiyonlarinin bulunmast bir¢ok
fiziksel olayr daha da anlasilir duruma getirecektir. Bu sebeple tavsiye edilen yeni

yontemler gelistirilmis ve tam ¢ozlimlerinin bulunmasina imkan saglamistir.

Literatiirde halihazirda olan tam ¢6ziim yontemlerine 6rnek verecek olursak; tanh
fonksiyon yontemi [1-7], genisletilmis eliptik fonksiyon yontemi [8], alt denklem

yontemi [9], deneme denklem yontemi [10-13] verilebilir.

Cheng-Shi Liu 2010 yilinda lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin
genel ¢oziimlerini elde etmek i¢in tam diskriminat sistemine dayali bir yontem sundu
[14]. Buradaki temel amaci, integre edilemeyen diferansiyel denklemleri uygun
dontisim kullanip, tam diskriminat sistemine uyarlayarak denklemlerin ¢oziimlerini
elde edilmesiydi. Daha sonra Liu bu yontemi gelistirerek deneme denklem yontemi
olarak literatiire kazandirdi [16-18]. Son zamanlarda bir¢ok arastirmaci Liu
tarafindan onerilen yontemi daha da gelistirilerek genisletilmis deneme denklem

yontemi olarak literatiire sunulmustur.

Bu tez c¢alismasinda, lineer olmayan diferansiyel denklemlerin hareketli dalga
¢oziimlerinin smiflandirilmasi igin tam diskriminat sistem yonteminin incelenmesi
yapilmustir. Oncelikle Liu’nun 6nerdigi tam diskriminant sistem ydnteminin izahi
yapilmig ve sonrasinda ise Onerilen bu yontemin lineer olmayan kismi tiirevli
diferansiyel denklemlere uygulamasi yapilmistir. Onerilen yontem sirasiyla Sine-
Gordon denklemine ve KdV denklem sistemine uygulanmistir. Uygulanan yontem
icin ilgili algoritmalar olusturulmus, yazilan kodlar ile uygulanan denklemlerin
¢oziime kavusturulmasi saglanmis ve literatiirde bulunmayan denklemlerin yeni tam
coziimleri elde edilmistir. Ele alinan denklemlerin olusturulan algoritmaya gore
hazirlanmasi ve elde edilen hareketli dalga ¢oziimlerinin iki ve li¢ boyutlu grafikleri

Mathematica 10 paket programut ile yapilmistir.



Tez dort bolimden olusmaktadir. Birinci boliimde temel tanimlar ile kavramlar
aciklanmistir. Ikinci boliimiinde tam diskriminant sistem yontemi genel hatlariyla
anlatilmistir. Ugiincii boliimde ise tam diskriminant sistem yonteminin Sine-Gordon
denklemine ve KdV denklem sistemine uygulamasi verilmistir. Son bdliimde de
uygulanan yontem ile elde edilen tam hareketli dalga ¢6ziimlerinin diger yontemlerle

elde edilen ¢oziimlerin karsilastirilmasi yapilarak farkliliklar ortaya konulmustur.
1.1. Temel Tanimlar

Bu kisimda kismi tiirevli diferansiyel denklemler ve hareketli dalga kavramlari ile

alakali bazi tanimlara yer verilip ayrintilarindan bahsedilmistir.
1.1.1. Kismi Tiirevli Diferansiyel Denklemler

Dogada meydana gelen olaylar ile olusan oranlar arasindaki iligki, bu olaylarin
sonucunda yasalart1 anlamami kolaylagir. Degisim orami ile siirekli degisken
arasindaki bu iligkiyi diferansiyel kavrami ifade eder. Matematiksel bir algoritma ile
modellenen bir diferansiyel denklem, bir¢ok fiziksel doga olaylarinin sonucundaki
iligkilerdir. Olusturulan diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii, fizik, kimya gibi doga
bilimleri, ekonomi ve miihendislik bilimlerindeki problemlerin modellenmesi ile
miimkiindiir. Bu ¢o6ziimler sayesinde fiziksel olaylarin daha da iyi kavranmasi
saglanacaktir. Tiim bilimsel arastirmalarda bu diferansiyel denklemlerin ¢oziime

kavusturulmasi 6nemlidir.

Tamim 1.1: X bagimsiz degisken olmak {izere, ¢ = (o(X) bilinmeyen fonksiyonu igin

bir adi diferansiyel denklem
O(x,0,0,0"..0")=0 (1.1)

seklinde ifade edilir. Bilinmeyen fonksiyon ile onun tiirevlerinden olusan denklem
diferansiyel denklem olarak tanimlanir. Bilinmeyen fonksiyon bircok bagimsiz
degiskene bagli oldugu durumda bu denkleme kismi tiirevli diferansiyel denklem

denir.



X, ¥,t,... bagimsiz degiskenler ve ¢=g(x,y,t,..) bilinmeyen fonksiyon olsun. Kismi

tirevli bir diferansiyel denklem

K(X Yt 8,68, B By hes By) = O (L2)

seklinde tanimlanir.

Tammm 1.2: Denklemin mertebesi, diferansiyel denklem igerisindeki en yiiksek
mertebeden tiirevin mertebesidir. Denklemin derecesi ise, bu en yiiksek mertebeden

turevin derecesidir.

Bu duruma 6rnek verecek olursak, diferansiyel denklemin lineer olup olmamasina
veya en yliksek mertebeden tiirevin mertebesine veya derecesine bagli farkl
siiflandirma yapilabilir. Denklemdeki bagimli degisken ve onun tiirevlerinin
derecesi bir olur ise lineer diferansiyel denklem, diger durumlar igin ise lineer
olamayan diferansiyel denklem denir. Bu simiflandirmalar denklemdeki katsayilara

gore sabit, degisken ve kompleks katsayili olarak da yapilabilir.

Kismu tiirevli diferansiyel denklemler igin de farkli siniflandirmalar vardir. Kismi
tirevli diferansiyel en yiiksek tiirevli terimler lineer oldugunda denkleme yar1 lineer
denir. Sayet denklemdeki en yiiksek mertebeden tiirevlerin katsayilart sadece
degiskenlerin fonksiyonlar1 oldugu durumlarda ise hemen hemen lineer olarak ifade

edilir.

Bu kismi diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinde uygulanacak yontemlerin se¢imi i¢in
denklemdeki bagimsiz degiskenlerin sayist ile denklemin mertebesi 6nem arz
etmektedir. Bu duruma istinaden denklemin tek bir ¢oziimiine, bazi durumlarda
birgok ¢Oziimiine, baz1 durumlarda ise higbir ¢oziimiine ulasilamayabilir. Bir de
denklemin biitiin ¢dzlimlerini igeren genel ¢oziimiiniin bulunamadigi durumlarda

baz1 6zel ¢oziimleri elde edilebilir.

Bu 0zel c¢oziimlerde daha ¢ok baslangic ve smir sartlart eklenip ¢oziime

kavusturulmas: istenir.



1.1.2. Hareketli Dalga Kavram

Uygulamali bilimlerde birden fazla olayin izah edilmesinde dalga kavrami ile
karsilasilir. Belli bir ortamda yayilan enerjinin yer degistirmesine imkan saglayan
titresimler dalga hareketi olarak ifade edilir. Bu dalgalara su yiizeyinde olusan
dalgalar, belli ortamda yayilan ses dalgalari, denizin derinliginde olusan dalgalar, 151k
demeti seklindeki pargaciklar ve deprem aninda meydana gelen sarsintilar ornek
olarak verilebilir. Salinimmin siddeti genligini ve iki tepesi veya iki g¢ukuru

arasindaki mesafe (1) dalga boyu, dalganin salinimin siklig: ise ( f ) frekans olarak

ifade edilir. Dalganin olusmasina imkan saglayan titresimlere gore dalgalar,
periyodik veya periyodik olamama seklinde siniflandirilir. Kemandaki nota sesi
periyodik dalgalara, patlama sonucu olusan ses ise periyodik olmayan dalgalara
ornek verilebilir. Hareketli dalga ve duran dalga olarak iki ¢esit dalga vardir.
Hareketli dalga belli iki nokta arasindaki enerjinin tasinmasi ile hareket eden
dalgadir. Duran dalga ise ortamin hareketine gore hareket yapip sabit bir pozisyonda

kalan dalgadir.

Dalgalarm hareket dogrultusu

>

dalgahoyu

Sekil 1.1. Ornek bir dalga modeli

Isko¢ miihendis John Scott Rusell tarafindan ilk kez 1834’te tek dalga hareketi
gozlemlenmistir. Gozlemlenen bu dalga hareketinde periyodik bir dalga olmadig1 ve
seklini bozmadan tiimsek bir hareket ile yayilan bir dalga oldugunu tespit etmistir.
Bu gozlem sonrasinda gerekli bir teorik yapi olusturularak bu tarz doga olaylar
modellenmistir ve Diederik Johannes Korteweg ile 6grencisi Gustav de Vries

1895°te hareketli dalga kavrami teorisinin baslangici sayilan Korteweg de Vries



(KdV) denklemini olusturmuslardir. Fazla derinligi bulunmayan sularda olusan
dalgalarin yayilmasi KdV denklemi ile ifade edilerek tasarlanmistir. Bu denklem

standart olarak

¢ +6¢0¢, +¢,, =0 (1.3)
ifade edilir.

y, X konumunda t zamaninda dalganin yerden yiiksekligini ifade etsin. (1.3)

denkleminin genel ¢oziimii

¢(x,t)=ksech2(5(x—ct)), c =2k =45 (L.4)

olarak elde edilmistir. Burada olusan dalgalar lineer olmayan bir bigimde verilmistir.
Hareketli dalgalar olarak adlandirilan bu lineer olamayan dalgalar; sekil, hiz ve
enerjilerini koruyarak yayilirlar [15]. Hareketli dalgalar herhangi bir etkilesim
durumundan sonra ve carpigmalarinda 6zelliklerini kaybetmezler. Lineer olmayan
kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin ¢dziimlerinin izahinda fiziksel olaylarin
modellenmesi ile olusan hareketli dalgalar onemli bir yere sahiptir. Hareketli
dalgalar, lineer olamayan sistemlerin anlasilmasina 6nemli katkilar sunar. Hareketli
dalga teorisi, uygulamali matematik ve matematiksel fizigin 6nemli bir dalidir.
Biyolojik sistemlerde, akiskanlar mekaniginde ve pargacik fiziginde karsilastigimiz
hareketli dalgalar teknolojinin de gelismesi ile bir¢ok sahada uygulama alani
bulmustur. Hareketli dalgalar 6zellikle son yillarda saglik bilimlerinde néronlarin

ilettigi sinyaller islendiginde olustugu izlenmistir.



2. YONTEM

Bu bolimde Cheng-Shi Liu [14] tarafindan gelistirilen tam diskriminat sistem

yonteminin agiklamasi yapilarak genel hatlari ile izah1 yapilmistir.
2.1. Tam Diskriminant Sistem Yo6ntemi

Kismi tiirevli diferansiyel denklemine hareketli dalga doniisiimii uygulandiginda bir

lineer olmayan adi diferansiyel denklem @,...,.8, ler parametre olmak iizere

¢ (7)=G(¢,9,...3,) (2.1)

elde edilir. (2.1) denkleminin ¢6ziimlerini bulabilmek igin

A dg
1= H 9 9) (2.2)

(2.2) integralini hesaplamak gerekir. Baska bir ifade ile soyleyecek olursak bu tip
denklemleri ¢ozlime kavusturmak i¢in (2.2) denklemini integre etmek lazimdir. Bu
integralin farkli ¢oziimlerini farkli parametrelere gore ¢oziilebiliriz. Burada oncelikle
yapilacak is parametrelerin kapsamini belirleyip bu parametrelere karsilik gelen
integrali ¢ozmek gerekir. Kolay bir sekilde parametrelerin kapsamini belirleyebilmek

icin polinoma tam diskriminant sistemi ad1 verilen bir yontem uygulanir. ax®+bx+c

ikinci dereceden bir polinom olmak iizere tam diskriminant sistemi A =b*—4ac dir.
Fakat yiiksek dereceli polinomlarda bir tam diskriminant sisteminin olusturulmasi
kolay olmayabilir. 2010 yilinda Cheng-Shi Liu tarafindan tam diskriminant sistemine
bir oneri getirildi [14]. Yiiksek dereceli polinomlar i¢in tam diskriminant sistem
yonteminin algoritmasinin olusturmasi Liu tarafindan gerceklestirildi. Ornegin
ligiincii dereceden bir polinom G(w) =&’ +e,0” +ew+e, i¢in tam disikriminant

sistem yontemi



2¢3 ee, | &2\’
A=-27| —2+e,— 12| —4|e -2
7 3 3

2
eZ
Dl :el—g

(2.3)

seklindedir. Dérdiincii dereceden farkli bir polinom ¢(w) =" +ka’ +lo+m igin

tam disikriminant sistem yontemi Liu tarafindan asagidaki gibi ifade edilmistir.

D, =4, D,=—k, D,=8mk-2k®-9I%

(2-4)
D, = 4k*m—Kk°I* +36kml* —32m°k* —zl4 +64m°, F, =91? —32km.
4 1 2

Son yillarda Liu tarafindan 6nerilen tam diskriminant sistem yontemi lineer olmayan
diferansiyel denklemlerin tam ¢6ziimlerine ulagsmak ve yeni tam ¢6ziimler bulabilmek
igin birgok farkli arastirmaci tarafindan kullanilmistir [16-22]. Liu tarafindan 6nerilen
tam diskriminant sistem yonteminin ilk hali [14] Wang ve Li [23] tarafindan
gelistirilerek, bazi lineer olmayan denklemlerin tek ve hareketli dalga ¢6ziimlerini
elde etmek i¢in uygulanmistir. Birgok lineer olmayan diferansiyel denklem [10-12]
dikkate alindiginda bunlarin hareketli dalga c¢oziimlerini direkt olarak (2.2)
denklemiyle baglantili olmadigini ifade etmemiz gerekir. Bu denklemlerin hareketli
dalga ¢oziimleri ile deneme denklemi yonteminin ¢oztiimleri [10-12] dolayli olarak

(2.2) integrali ile baglantilidir.
2.2. Uciincii Dereceden Polinomlar I¢in Tam Diskriminant Sistem Y éntemi

Birinci mertebeden integrallenebilen bir adi diferansiyel denklemi

(¢) =bg® +b,¢” +hg+b, (2.5)

seklinde kabul edelim. Bu denkleminin biitiin ¢oziimlerinin siniflandirilmasini tam

diskriminant sistem yontemini kullanarak asagidaki gibi siniflandirilabiliriz.

w=(b)%¢ (2.6)



doniistimler dikkate alindiginda,

1 '
6=0,) w, ¢ = a)l,(¢’)2= da)& bulunur. Bulunanlar (2.5) denkleminde
(b,)? (b,)?

yerine yazildiginda,

1

2
e,=b,(b,) 3, e =h(b) 3, e =h, olmak iizere,

1 d
+(by )3 (7-n, 2

2.7)

):I\/w3+e o +
2 o +€

sekline indirgenir. G(w) = @’ +€,0” +€w+e, olmak iizere (2.3)’de ifade edilen tam

diskriminant sistem yontemi uygulandiginda doért farkli durum vardir. Bu durumlar

asagida ayrintili olarak ifade edilmistir.

Durum 1: A=0, D,<0 oldugunda tam diskriminant sistem ydntemine gore

3 2 23 2
—27(%%0—%} —4(e1—%2] =0 ve el—%z<o alindiginda o iki kath ve S

tek katli kok olmak iizere,

G(w) = (w-a) (0-p), a*p (2.8)

yazilir. Bu durumda @ > £ oldugunda, gibi bulunur. (2.7) integrali dikkate alinarak

(2.8) ifadesi yerine yazilirsa agsagidaki tam ¢oziimler

1 do
by )2 (n—n,)= (2.9)
(=) I\/(w—a)z(w—ﬁ)
bulunur. (2.9) denklemine @ =t*+ 4 doniisiimii uygulandiginda de = 2tdt
1 2tdt dt
—n )= =2 2.10
(02 (=)= s 5 = (2.10)

t°+ 8-«



yazilir. Daha sonra tekrardan t = (\/# —a)x doniisiimii uygulanirsa dt = («/ L —a)dx

L —adx

(7=115) = ZI )X* +f—a aIx 1
(B-a)+f-a \[p-

Wl

(k)

(arctan X+c) (2.11)

elde edilir. Yapilan doniisiimler dikkate alinarak ters doniistimler uygulandiginda,

w=t"+p,1 =(w/ﬁ—a)X, co=(b3)%¢

i

—a o Nt Jo-p
tan( > (b;) (77 770)} 2 ¢ﬁ—a \/,B—Ot

bulunur. Gerekli diizenlemeler yapildiginda,
1 B L
¢ =(0b) 3 |:(ﬂ—a)tan2 (ﬂT(Q)s (U_UO)JJFﬂ}, B>a

elde edilir.

a > f3 igin (2.13) denklemindeki ¢, fonksiyonu
4 =(0) {(ﬂ —a)tan’ (@ b): (7=, )J +ﬂ}
olur ve ~/—1 =i esitligi yerine yazilirsa,
¢, = (bg)_% {(ﬂ—a) tanh? (@ (bs)% (=11, )Jw}, a>p

elde edilir.

10

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)



(2.10) denklemine t= (—«/ﬁ—a)x doniisiimii uygulandiginda, dt= (—«/ﬁ—a)dx

(k)

— f—adx —dx

(m=m,) = Zj(ﬂ )X+ f—a \/ﬂ_ax+1F

Wl

(arccotx+c) (2.16)

elde edilir. Yapilan doniisiimler dikkate alinarak ters doniisiimler uygulandiginda,

o=t pt=(fF=a ) xo-B)'s

B-a , .; B .t No-p
cot[ 5 (b3)3 (77 770)] X e ia (2.17)

olur. Gerekli diizenlemeler yapildiginda « > £ igin
1 NENE 1
¢3 =(b3) 3|:(,B—0€)COI2 [Tﬁ(bay (77_770)}+:8:| (2-18)

olur ve \-1=i esitligi yerine yazilirsa,

¢ = (ba)% I:(,B_a) COth2£ az_ﬁ (bs)% (77_770 )J"‘ﬁ:l’ a>p (2.19)

elde edilir.

Durum 2: A=0, D, =0, oldugunda tam diskriminant sistem yontemine gore

3 2 2\3 2
—27(%+e0 —%} —4(%—%] =0 ve e —% 0 alindiginda « ii¢ kath kok
olmak tizere,

G(w) =(0w—-a)’ (2.20)

11



yazilir. Bu durumda tam ¢6zliimii asagidaki gibi bulunur. (2.7) integrali dikkate

alinarak (2.20) ifadesi yerine yazildiginda,

Wl

(2.21)

(b,) (U—Uo)ZJﬁ

olur. (2.21) denklemine @—o = x* doniisiimii uygulandiginda daw = 2xdx

[

(bs)

(77—770)=I%=ZI%=ZJX‘2dX=—2x‘1+C (2.22)

yazilir. Burada integral sabiti ¢ =0 alinirsa,

(77—770)=7 (2.23)

Wl

(bs)

elde edilir. Yapilan doniistimler dikkate alinarak ters doniistimler uygulandiginda,

w—o = Xz,a):(ba)%¢

1 -2
b,)3(n-n,)= (2.24)
( 3) (77 ) Jo-a
bulunur. Gerekli diizenlemeler yapildiginda,
i 2
A =4(b3)_1(77_770) +a(b,) 3 (2.25)

elde edilir.
Durum 3: A>0, D, <0 oldugunda tam diskriminant sistem yontemine gore

2 2\° 2
_27(2_+e0—?] —4(%—%) >0 ve el—%z<0 alindiginda «, S, y tek kath

kokler olmak tizere,

12



G(@) = (0-a)(w-p)(w-7) (2.26)

yazilir. Bu durumda tam ¢oziimii asagidaki gibi bulunur. @ < <y, a <@ < f olmak

tizere (2.7) integrali dikkate alinarak (2.26) ifadesi yerine yazildiginda,

1 do
(b,) (ﬂ—no)—f\/(w_a)(w_ﬂ)(w_y) 2.27)

olur. (2.27) denklemine @—oa =t* déniisiimii uygulandiginda de = 2tdt olur. Daha

sonra bir kez daha t = \Ja — /8 tan x déniisiimii uygulandiginda dt = 1/a -p ( o X
COS X
olmak tizere (2.27) integralinin sag tarafi
[ il : (2.28)
\/1_ (B-7)(sinx)
(a-7y)

bulunur ki bu da bizi jakobi eliptik fonksiyon ¢oziimiine gotiiriir. Sadelestirme adina

gerekli diizenlemeler yapildiginda,

¢ = (bs)_5 l:a + (ﬂ_a)snz [ 72—06 (bs)g (7 —m,), n]} (2.29)

elde edilir.

(2.29) ¢ozliimiinde @ > y olmas1 durumu dikkate alindiginda (2.29) ¢6ziimii

;/—ﬂsnz( r-a (bs)s(n_no)an

2

b = (bs)_% 1
cn{*’yz‘“ (bs)z(n—no),n}

(2.30)

seklinde bulunur.

13



Durum 4: A <0 oldugunda tam diskriminant sistem yontemine gore

2 3
_27(2267 € %} (el__zj <0 alindiginda o reel kok ve diger kokler

kompleks ve k* —4l <0 olmak iizere,

G(w) =(w—a)(@® +ko+1) (2.31)

yazilir. Bu durumda tam ¢oziimii asagidaki gibi bulunur. (2.7) esitliginde (2.31)

denklemi yerine yazilirsa,

[

dw

2.32
J.\/(a) a)(@® +ko+1) (232)

(b )5 n- 770

elde edilir. (2.32) denklemine @—a = x* déniisiimii uygulandiginda dew = 2xdx olur.

Daha sonra bir kez daha x= ,a+ﬁtant doniisimii  uygulanirsa
+
I 1
dx =, |aa + —— ———dt olmak tizere,
1+k cos’t

(= 770 I«/l (sint)?

UJ\I—‘

(2.33)

bulunur ki bu da bizi jakobi eliptik fonksiyon ¢6ziimiine gotiiriir. (2.33) ¢éziimiinde

K
a+—
2

gerekli sadelestirmeler yapildiginda n* = =| 1- ———%— | olmak iizere,
2| a?+ka+l

1 ﬂf 2
¢ =) % a—a? +ka+1+ 2Va” +ka+l (2.34)

1+ Cn((oc2 +ka + I)% (bs)% (n—no),n]

elde edilir.

14



3. BULGULAR

Bu boliimde Sine-Gordon denklemi ile KdV (Korteweg-de Vries) denklem sistemi
genel hatlariyla incelenip sonrasinda ise tam diskriminant sistem yonteminin bu

denklemlere uygulamalari incelenmistir.
3.1. Sine-Gordon Denklemi ve Uygulamasi

Sine-Gordon denklemi, d'Alembert operatoriinii ve bilinmeyen siniis fonksiyonunu
iceren (1+1) boyutlu dogrusal olmayan hiperbolik kismi tlirevli bir diferansiyel
denklemdir.

Ik kez Edmond Bour (1862) tarafindan sabit negatif egrilik yiizeylerinin incelenmesi
esnasinda 3 boslukta —1 egrilik yiizeyleri igin Gauss-Codazzi denklemi olarak
tanitilmistir [24]. Daha sonra Frenkel ve Kontorova (1939) tarafindan kristal ¢ikiklart
aragtirmalarinda  Frenkel-Kontorova modeli olarak adlandirilarak  yeniden
tanimlanmistir. Bu denklem 1970'lerden sonra soliton ¢oziimlerinin varlig1 sebebiyle

bir ¢ok arastirmaci tarafindan incelenmistir [25].

Miihendislik ve fizik alanlarinda yaygin olarak kullanilan Sine-Gordon denkleminin

genel hali
@, =bsing (3.1)
olarak bilinir.

Farkli fonksiyon formlar1 olarak bilinen bazi yeni hareketli dalga ¢6ziimleri farkli
yontemler kullanilarak elde edilmistir [26-31]. Bunlar arasinda bazi yontemler [31]
vardir ki ¢ok karmasiktir. Fakat dogal ve gereksiz degildir. Bununla birlikte, tim
atom c¢oziimlerini Sine-Gordon denklemi ile gostermenin ¢ok kolay oldugunu ifa

etmek gerekir. (3.1) denklemini ¢ =¢(77), n=0x+rt dalga doniisiimii uyguladiktan

sonra bir kez integre ettigimizde, ¢ herhangi bir sabit say1 olmak iizere,

b
E(cowﬁ—c)

+(U—UO)IJ d¢ (3.2)

15



elde edilir. -1<@w<1 olmak {izere, (3.2) denklemine ¢=arccosew doniisiimii

uygulandiginda d¢=— do ;
l-w
d
£(n-m)=] = @ (3.3)
E(a)—l)(awl)(a)—c)

elde edilir. (3.3) denklemine (2.3)’de ifade edilen tam diskriminant sistem yontemi
uygulandiginda ¢ farkli durum vardir. Bu durumlar asagida ayrintili olarak ifade

edilmistir.

Durum 1: £>0, c=1 olmak iizere A=0, D, <0 oldugunda tam diskriminant
qr

2 3
: . 2e; ee e’ e

sistem vyoOntemine gore 27| —2+e, ——2| —4|le—-=2|=0 ve e—-—-2<0
Y g [ 27 0 3 ) [el 3 J 173

alindiginda 1 iki kathi ve —1 tek katli kok olmak iizere ve 7, =0 olarak alindiginda

karanlik(dark) soliton ¢6ziimii

é, :arcsin{Ztanhz( L(qx+ rt)J—l} (3.4)
' 2qr
ve singiiler(singular) soliton ¢oziimii
¢, :arcsin{ZCoth{ ZLqr(qXHt)]_l} (3.5)

elde edilir.

16



i CU
0 0 0 -1

Sekil 3.1. (3.4) denklemindeki ¢oziimin q=r=2,b=1 degerleri i¢in ti¢ ve iki

boyutlu reel kisminin grafik gdsterimi.

-135
-140
-145
-150

-155

-160

Sekil 3.2. (3.5) denklemindeki ¢6ziimiin q=r=2,b=1 degerleri igin ii¢ ve iki

boyutlu sanal kisminin grafik gésterimi.

Durum 2: R >0,c=-1 olmak iizere A=0, D, <0 oldugunda tam diskriminant
qr

2 3
: . 2e} ee e’ e
sistem yoOntemine gore —27| —2+e, ——2| —4|le—-=2| =0 ve -2<0
y g ( 27 0 3 J (e1 3 J € 3

alindiginda -1 iki kath ve 1 tek katli kok olmak iizere ve 7, =0 olarak alindiginda

periyodik soliton ¢6ziimii

@, :arcsin{—Ztanz(% 2—?(qx+ rt)J+1} (3.6)

elde edilir.

17



-05

Sekil 3.3. (3.6) denklemindeki ¢6ziimiin q=r =2, b=1, degerleri igin ii¢ ve iki

boyutlu reel kisminin grafik gdsterimi.

Durum 3: $> 0, c#+1 olmak tizere, 1, —1, c'yi tekrardan siralayarak o< <y

ile gosterilim. Esasinda —1<c<1 ve 1<c almir ve A>0, D, <0 oldugunda tam

2¢3 ee, ) e
diskriminant sistem yontemine gore -27| —2+e,——=2| -4/ —--2| >0 ve
21 ° 3 3

2
el—%z<0 olur ki 1, =1, ¢ kokleri tek katli koktur ve iki durum s6z konusudur.

p-a olmak tizere ve 7, =0 olarak alindiginda cift
y—a

a<w< B oldugunda n’=

periyotlu hareketli dalga ¢oziimii

¢3=arcsin{a+(ﬁ—a)sn{ 7/2_“ —(qx+rt),nj} (3.7)

elde edilir.

18



0G0
ilif’ ‘J 1 (1! \ i I‘ ’ 1R

Sekil 3.4. (3.7) denklemindeki ¢oziimiin q=r=y=2, a=b=1 =5 degerleri i¢in

ti¢ ve iki boyutlu sanal kisminin grafik gosterimi.
: . b e < . .
(3.3) integralinde — <0 alinip ve @w=-U doniisiimii uygulandiginda (3.3) integrali
qr
asagidaki integrale

du

i(’?ﬂo):j\/ b (38)

a(u ~1)(u+1)(u+c)

dontisiir. (3.8) denkleminin ¢6ziimii i¢in de li¢ farkli durum vardir.

Durum 4: £<O, c=1 olmak iizere A=0, D, <0 oldugunda tam diskriminant
qr

2 3
: . 2e} ee e’ e

sistem yoOntemine gore —27| —2+e,——2| —4|le—-=2| =0 ve -2<0
Y 8 ( 27 ° 3 J (el 3 J %73

alindiginda -1 iki kath ve 1 tek katli kok olmak tizere ve 7, =0 olarak alindiginda

karanlik(dark) soliton ¢6ziimii

bn1 :—arcsin{Ztanhze —2—?(qx+ rt)j—l} (3.9)

ve singiiler(singular) soliton ¢oziimi

19



Brr = —arcsin{Zcoch (% _3—? (gx + rt)j—l} (3.10)

elde edilir.

A

Sekil 3.5. (3.9) denklemindeki ¢6ziimiin q=r =2, b=1, degerleri igin ii¢ ve iki

boyutlu reel kisminin grafik gdsterimi.

Sekil 3.6. (3.10) denklemindeki ¢6ziimiin q=r=2, b=1 degerleri i¢in ii¢ ve iki

boyutlu sanal kisminin grafik gosterimi.

Durum 5: i <0, c=-1 olmak tlizere A=0, D, <0 oldugunda tam diskriminant
qr

2 3
: : 2e; ee e e

sistem yoOntemine gore —27| —2+e,——+2| —4|e—-=2|=0 ve e--=22<0
y : (27 o Bj [el Sj -5

alindiginda 1 iki kath ve —1 tek katli kok olmak iizere ve 7, =0 olarak alindiginda

periyodik soliton ¢oziimii

b, =—arcsin{—2tan2(% ’—2—?(qx+ rt)J+1} (3.11)

20



elde edilir.

1110 05
0.5

jo.0

{
= _05

Sekil 3.7. (3.11) denklemindeki ¢oziimiin q=r=2, b=1 degerleri i¢in ii¢ ve iki

boyutlu reel kisminin grafik gosterimi.

Durum 6: $< 0, c#+1 olmak iizere, 1, —1, c'yi tekrardan siralayarak ¢ < <y

ile gosterilim. Burada —1<c<1 ve 1<c almir ve A>0, D, <0 oldugunda tam
3

2 2 3
diskriminant sistem yontemine goére -27 ﬁ+e _&% -4 el—e—2 >0 ve
27 ° 3 3

2
e —%2 <0 olurki 1, —1, ¢ kokleri tek katl koktir. & <u < /3 oldugunda n? = %
-

olmak iizere ve 7, =0 olarak alindiginda gift periyotlu hareketli dalga ¢6ztiimii

¢6=—arcsin{a+(ﬂ—a)sn2( 72_a /—2—?(qx+rt),n}} (3.12)

elde edilir.
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Sekil 3.8. (3.12) denklemindeki ¢oziimin q=r=y=2, a=b=1 f=5 degerleri

i¢in Ui¢ ve iki boyutlu sanal kisminin grafik gosterimi.
3.2. KdV (Korteweg-de Vries) Denklem Sistemi ve Uygulamasi

Literatiirde, KdV denklem sistemleri s1g tabakali sividaki iki rezonansla etkilesen ig-

yercekimi-dalga hareketin iki normal modunu tarif eden denklem sistemidir [32].

Iki katmanli bir akiskan modelinden baz1 keyfi parametrelerle atmosferik tikanmalar,
atmosfer ve okyanus arasindaki etkilesimler [33], okyanus sirkiilasyonlar1 ve hatta
kasirgalar ve tayfunlar [34] gibi atmosferik ve okyanus olaylarini tanimlamak i¢in

bazi yeni tip KdV denklem sistemleri tiiretilerek kullanilir.

KdV denklem sisteminin genel hali

¢t+a!//x+ﬁ¢2¢x+}/l//xxx:0’ (3 13)
v, +o(py) +eyy, =0 '
seklindedir.

(3.13) denklemine ¢=¢(n), w =w(n), n=0gx+rt dalga doniisimii uyguladigimizda

C,, C, integrasyon sabitleri olmak iizere,

7q3¢”+%¢>2 —q%wz +rg+¢, =0,
. o (3.14)
p=——y— 1

20 oy @q

elde edilir. Burada iki durum vardir.
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Durum 1: ¢, =0 oldugunda ¢:_iV,_L_ﬁ kabul edersek

20 oq oq

(v') =ay®+ay’ +ay +a, (3.15)
2 _ 2 2
olur. Burada a, :2_6;){%(]4_52(]_82}’ a, :w, a, = 26;’ {ﬁrz _2r +200}
rae @ rq o rq¢e (o Qo
ve b, keyfi sabittir. Burada e, :i, e =ﬁ, & =% alalim.
8 8 8

G (1//) =y’+ew’ +ew+e, fonksiyonu icin tam  diskriminant  sistemi

1
3 -1 3
A:—27e02—4(——) [——j , D, =—%(—%) * olur. (3.15) denkleminin tam

¢Ozlimleri agsagidaki gibi olur.

Durum 1.1: A=0, D, <0 oldugunda tam diskriminant sistem ydntemine gore

2¢, V( 2e,)" 2 ( 2,
—27e02—4(—?1j (—?Zj =0 ve —%(—?Zj <0 alindiginda 2, iki kath ve

A, tek katli kok olmak tizere,

GW) =W AW —Ao) A #4 (3.16)

yazilir. Eger > A, olursa ve 7, =0 olarak alindiginda
l//l‘l:(ﬂl—/lz)tanhZ(%— M;_ﬂ?(qx+rt)}rﬂ, A > 2 (3.17)

karanlik(dark) soliton ¢6ziimii,
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Vir =(ﬂi—z,z)coth2[aﬁ—\"z_ﬂ?(qx+ rt)j+,8, >4, (3.18)
singiiler(singular) soliton ¢éziimii ve
Wi = (A~ 2y )sec? [ag—\'ﬂ;_ﬂ?(qm rt)J+ﬂ, A<, (3.19)

periyodik soliton ¢6ziimii elde edilir.

200
198
196

194

Sekil 3.9. (3.17) denklemindeki ¢oziimin (=r=4 =2, a,= J2, A, =1 degerleri

i¢in Ui¢ ve iki boyutlu grafik gdsterimi.

220

205

200

Sekil 3.10. (3.18) denklemindeki ¢oziimiin q=r=4 =2, a,=+/2, 4, =1 degerleri

icin ii¢ ve iki boyutlu grafik gosterimi.
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Sekil 3.11. (3.19) denklemindeki ¢éziimiin q=r=4 =2, a,=+/2, 4, =1 degerleri

i¢in ii¢ ve iki boyutlu grafik gosterimi.

Durum 1.2: A=0, D,=0 oldugunda tam diskriminant sistem yOntemine gore
2e, 2e,

1
3 -1 s
~27¢, —4(—?j (—%j =0 ve —2—%[—?) ‘-0 alindiginda A, tek kath kok

olmak tlizere,

Gy) = -4) (3.20)
yazilir. Buradan 7, =0 olarak alindiginda rasyonel ¢6ziimii

v, =48, (gx+rt)”* +4 (3.21)
elde edilir.

Durum 1.3: A>0, D, <0 oldugunda tam diskriminant sistem yOntemine gore

2 \'( 2e,)" 26, ( 26,)3
—27e02—4(—?91j [_?Zj >0 ve —%(—?2] <0 alindiginda A4, 4, 4, tek

katli kokler ve 4, <4, <A, olmak lizere,

Gy) =~y L)y —4) A <A <4 (3.22)
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yazilir. 4, < A, < A, oldugunda n= 2 _jll olmak iizere ve 7, =0 olarak alindiginda
cift periyotlu hareketli dalga ¢6ziimii
7 :/11+(/12—/11)sn2[a3— M;_ﬂl(qx+ rt),nj (3.23)

elde edilir.

Sekil 3.12. (3.23) denklemindeki ¢oziimiin q=r=4,=2, 4, =0, a, =1, =1 degerleri

icin ti¢ ve iki boyutlu grafik gosterimi.

w > A, oldugunda n®= olmak iizere ve 7,=0 olarak alindiginda gift

A
~4
periyotlu hareketli dalga ¢oztiimii
A, — psn’? (a:“‘ M; 4 (gx +rt), nj
Va=
cn’ (a”ﬂ;_ﬂl (gx +rt), n]

(3.24)

elde edilir.
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Sekil 3.13. (3.24) denklemindeki ¢oziimiin q=r=4,=2, 4, =0, a, =4, =1 degerleri

i¢in Ui¢ ve iki boyutlu grafik gdsterimi.
Durum 1.4: A <0 oldugunda tam diskriminant sistem yontemine gore

2e; ee, | &2\ :
—27 2—72+e0—% -4 61—32 <0 alindiginda A, reel kok ve diger kokler

kompleks ve k* —4l <0 olmak iizere,

G(w) =(0—A4)(@" +Kkaw+1) (3.25)
PR
yazilir. n® = 1 1- 2 olmak tiizere ve 77, =0 olarak alindiinda,

«Mz +kA, +1

W = A —JAE+ KDy +1 + 2\/212”2;3“ (3.26)

1+cn((ﬂl2 +kA +1)4 (gx+rt), nj

elde edilir.
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SONUC

Bu tez ¢alismasinda tam diskriminant sistem yontemi kullanilarak lineer olmayan
kismi tlrevli diferansiyel denklemlerin tam ¢oziimlerinin elde edilmesi
hedeflenmistir. Bu yontem sayesinde birgok fiziksel olaylarin modellenmesiyle
olusturulan problemlerin ¢6ziimlerinin bulunmas1 ve anlasilmasi saglanmustir.
Coziimlerin bulunmasi igin 6nerilen bu yontem ilk kez Liu tarafindan gelistirilmis
ve literatire tam diskriminant sistem yontemi olarak adlandirilarak
kazandirilmigtir. Tam diskriminant sistem yontemi lineer olmayan Sine-Gordon
denklemi ve KdV (Korteweg-de Vries) denklem sistemine ayri1 ayri uygulanmis ve
elde edilen tam ¢o6ziimler degisik durumlar altinda ifade edilmistir. Elde edilen
¢oziimler literatiirde bulunmayan yeni farkli tam ¢6ziim fonksiyonlaridir.
Hareketli dalgalarin karmasik durumlarina yeni tam ¢éziim fonksiyonlart karsilik
gelmektedir. Bu ¢6ziimlerin daha iyi izah edilebilmesi i¢in, bu yeni farkli tam
¢ozlimleri 6zel olarak segilen farkli katsayilara gore iki ve ti¢ boyutlu grafikleri
¢izilmistir. Bunun sonucunda yeni farkli tam ¢6ziimlerin fiziksel davraniglari ile
ilgili bilgi sahibi olunmustur. Bu yeni farkli tam ¢dziimlerin fiziksel davraniglart
istenildigi durumda baska arastirmacilar tarafindan incelenebilir. Cizilen grafikler
incelendiginde goriilecek ki bu yeni farkli tam ¢o6ziim fonksiyonlar1 farkli
hareketli dalgalara karsilik gelmektedir. Literatiirde bulunan cesitli hareketli
dalgalarin (dark, bright) disinda bir¢ok farkli hareketli dalga ¢esidinin bir arada
bulundugu hareketli dalgalar ¢izilen grafiklerle anlatilmaya caligilmistir. Bunun
sonucunda fiziksel olaylarin daha iyi anlagilabilecegini soyleyebiliriz. Tam
diskriminant sistem yontemi kullanilarak incelenen denklemlerin yeni tam ¢6ziim
fonksiyonlar1 farkli polinom dereceleri(dordiincii, besinci ve daha yiiksek
dereceli) alindiginda farkli tam ¢6ziimler elde edilebilecektir. Buradan daha genel
tam ¢oziim fonksiyonlarmin elde edilecegini sdyleyebiliriz. Tam diskriminant
sistem yontemi gelistirilip, diger analitik yontemlere uyarlanarak uygulanabilir.
Buda lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemler ile integre edilemeyen
denklemlere uygulanarak yeni farkli tam ¢oziimlerin bulunmasina olanak

saglayabilir. Boylece literatiirde bulunmayan ¢oklu soliton, ¢oklu karanlik soliton,
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coklu aydinlik soliton, ¢oklu jakobi eliptik fonksiyon ve ¢oklu periyodik soliton

¢Oziimleri elde edilebilir.
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