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OZET

YUKSEK LiSANS TEZI

FIBONACCI VE CHEBYSHEYV POLINOMLARININ TUREV VE
INTEGRALLERI UZERINE

MELEK ELIF GOREN

YOZGAT BOZOK UNIVERSITESI
LISANSUSTU EGIiTiM ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI

TEZ DANISMANI: DOC. DR. FUNDA TASDEMIR

Bu tez ¢alismasinda, Fibonacci polinomlar1 ve Chebyshev polinomlarinin tiirev ve
integralleri ile ilgili detayli bir inceleme yapilmistir. Bu anlamda, Fibonacci ve Chebyshev
polinomlar1 incelenerek bu polinomlarin tiirev ve integralleriyle ilgili literatiirde yer alan
Ozdeslikler arastirilmistir. Ayrica bu tezde Fibonacci polinomlar1 ile Pascal tiggeni
arasindaki iligkiye yer verilmistir. Bes boliimden olusan bu ¢alismanin ilk boliimiinde, tez
konusu ile ilgili yapilan ¢alismalardan bahsedilmistir. ikinci béliimde, calisma ile ilgili temel
bilgilere, tamm ve teoremlere yer verilmistir. Ugiincii boliimde, Fibonacci polinomlari
detayli olarak incelenmistir. Fibonacci polinomu ile ilgili 6zdeslikler, Fibonacci
polinomlarinin birinci ve ikinci tiirevleri ve integralleri ¢alisilmistir. Dordiincii boliimde,
Chebyshev polinomlarinin doért farkli ¢esitinin tiirev ve integralleri ayrintili olarak
verilmistir. Yine birinci ve ikinci ¢esit Chebyshev polinomlarinin trigonometri ile iliskileri
verilmistir. Besinci boliim olan Sonu¢ ve Oneriler béliimiinde ise yapilan calisma
Ozetlenmis, degerlendirmeler yapilmis ve ileride yapilabilecek c¢alismalar ile ilgili bazi
onerilerde bulunulmustur.

2023, x+41 SAYFA.

ANAHTAR KELIMELER: Fibonacci polinomu, Chebyshev polinomu, Fibonacci
polinomunun tiirevi, Pascal {icgeni.



ABSTRACT

MASTER THESIS

ON DERIVATIVES AND INTEGRALS OF FIBONACCI AND CHEBYSHEV
POLYNOMIALS

MELEK ELIF GOREN

YOZGAT BOZOK UNIVERSITY
SCHOOL OF GRADUATES STUDIES

DEPARTMENT OF MATHEMATICS

SUPERVISOR: ASSOC. PROF. DR. FUNDA TASDEMIR

The derivatives and integrals of Fibonacci polynomials and Chebyshev polynomials
have both been thoroughly examined in this thesis. In this sense, by examining the Fibonacci
and Chebyshev polynomials, the identities in the literature related to the derivatives and
integrals of these polynomials have been investigated. In addition, in this thesis, the
relationship between Fibonacci polynomials and Pascal’s triangle is given. The researches
on the thesis subject are mentioned in the first section of this study, which consists of five
sections. Fundamental knowledge regarding the study, definitions, and theorems are
provided in the second section. Fibonacci polynomials are fully examined in the third
section. Fibonacci polynomial identities, their first and second derivatives, and their integrals
are investigated. The fourth section provides detailed information on the derivatives and
integrals of four different kinds of Chebyshev polynomials. The relationships between the
first and second kinds of Chebyshev polynomials and trigonometry are also shown. The
study was summarized, evaluated, and some recommendations for future research were
made in the fifth section, which is titled Conclusion and Suggestions.

2023, x+41 PAGE.

KEYWORDS: Fibonacci polynomial, Chebyshev polynomial, Derivative of Fibonacci
polynomial, Pascal triangle.
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SIMGELER ve KISALTMALAR

Tez galigmasi boyunca kullanilmis olan simgeler ve kisaltmalar asagida verilmistir.
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Aciklamalar
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1. GIRIS

Fibonacci, 1170 yilinda Italya'nin Pisa kentinde, Bonacci adli zengin bir tiiccar ailede
dogdu ("Fibonacci" adi, "Filius Bonacci"nin kisaltmasidir ve Bonacci'nin oglu anlamina
gelir). Babasi Afrika'nin kuzey kiyisinda Bugia’de giimriik tahsildariyken Fibonacci’yi Hint

- Arap sayi sistemi ve hesaplama yontemleri ile tanistirdi.

Yaygin seyahat ve hesaplama sistemleri tizerine kapsamli arastirmalarin ardindan
Fibonacci, 6nde gelen eseri Liber Abaci'yi (Abakiis Kitab1) 1202'de yazdi. Kitap, cebir ve
aritmetigin temellerini igerir. Fibonacci, tavsan ¢iftligi sahibi bir arkadasiyla ilgili oldugunu
sOyledigi bir soruna kitabinda dikkat ¢eker. Bu soruna gore arkadasinin ciftligindeki
tavsanlar dogumdan sonraki ilk iki ayda yavru veremezler. Ugiincii aydan itibaren, her
tavsan c¢ifti her ay bir ¢ift yavru verir. Bu nedenle, belirli bir aydaki cift sayisi, onceki iki
ayin toplamina esittir. Tavsanlarin asla 6lmedigi ideal varsayimi altinda, ¢iftlikte herhangi
bir ayda kag ¢ift vardir? Bu durumda tavsan ¢ifti sayisi aylara gore yilda 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13,
21, 34, 55, 89, 144 olur. Hintli matematikgiler bunu 6. ylizyildan beri biliyorlardi ama bunu
Avrupa'ya ilk getiren Fibonacci oldu. Fibonacci'nin kendisi bu sayr dizisi iizerinde
caligmadi. Hatta bu say1 dizisinin 19. ylizyilin bagina kadar ciddi bir sekilde incelenmedigi
bile ileri striilmiistiir. 19. yiizyillda Fransiz matematik¢i Edouard Lucas bu say1 semasini
Fibonacci dizisi olarak adlandirdi. Edouard Lucas, mevcut Fibonacci sayi dizisinin baglangig
degerlerini degistirerek Lucas sayilarini olusturdu. Bunlar; 2, 1, 3, 4, 7, 11, 18, 29, 47, 76,
123, .... tir.

Fibonacci sayilart {i¢ nedenden dolayr 6nemlidir. Birincisi, dizinin ilk terimleri
bitkilerde, boceklerde, kisacast doganm birgok yerinde ¢ok sik goriilmektedir. Ikincisi,
Fibonacci sayisinin bir terimini bir 6nceki terime bolersek her zaman ayni orani verir. "Altin
oran" olarak bilinen bu say1, viicudumuzun boyutlarindan Misir piramitlerine kadar sayisiz

yerde karsimiza cikiyor. Ugilinciisii, bu sayilarin say1 teorisinde ¢ok ilging 6zellikleri vardir.

Fibonacci dizisinin yalnizca baglangi¢ kosullar1 veya yalnizca yineleme iliskisi veya
her ikisi degistirilerek elde edildigi ¢esitli diziler ve polinomlar tanimlanmistir. Bu diziler
ve polinomlar iizerinde ¢ok calisma yapilmis ve bir¢cok 6zdeslik bulunmustur. Fibonacci
polinomlart ilk olarak 1883 yilinda Belgikali matematik¢i E. Charles Catalan ve ardindan

Alman matematik¢i E. Jacobsthal tarafindan incelenmistir.



Catalan tarafindan incelenen Fibonacci polinomlari sonralart M. N. S. Swamy’ in
calismalar1 ile devam etmistir. Fibonacci'nin polinomu olarak kabul edilen polinom

Catalan’in tanimladigi polinomdur.

Chebyshev polinomlar1 matematikte ilk olarak sayilar teorisi ve onun adini tasiyan
polinom serileri iizerinde ¢alisan {inlii Rus matematik¢i Pafnut Lvovich Chebyshev (1821-
1894) tarafindan tanimlandi. Chebyshev polinomlari matematigin bircok alaninda ¢ok
onemlidir ve bu alanda bir¢ok makale ve kitap yazilmistir (Rivlin 1990; Mason 2003).
Literatiirde Fibonacci ve Chebyshev polinomlariin tiirevleri ve integralleri iizerine bir¢ok

yazar tarafindan yapilmis ¢caligmalar bulunmaktadir.

Zhang (1997) Fibonacci dizisi ile ilgili baz1 6zdeslikler gosterdi. Zhang ve Ma (2002)
Fibonacci sayilarinin ve Fibonacci polinomlarinin 6zelliklerini incelediler. Falcon ve Plaza
(2009) Fibonacci polinomu ve birinci ve ikinci tiirevlerini ispatlayarak verdi. Zhang ve Ma
(2018) Fibonacci sayilarinin ve Fibonacci polinomlariin yapisal 6zelliklerini incelediler.
Zhang (2002) Chebyshev polinomlari i¢in bazi 6zdeslikler verdi. Zhang (2004) Chebyshev
polinomlarmin tiirevini kullanarak bazi teoremleri kanitladi. Calik (2010) dort farkli
Chebyshev polinomunu detayli olarak inceleyip bazi temel 6zellikler verdi. Wang ve Zhang
(2012) Chebyshev polinomlarinin kuvvetlerinin toplamlarini igeren bir problem iizerinde
calistilar. Yang (2014) Falcon ve Zhang 'in fikirlerini birlestirerek Chebyshev polinomu ve
Fibonacci polinomunun tiiretilmesi iizerinde ¢alisti. Wang ve Zhang (2015) Chebyshev
polinomlarinin birinci ¢esidinin bir tiirevini verdiler. Cesarano (2015) Chebyshev
polinomunun integrali tizerinde ¢alisti. Whang (2015) Chebyshev polinomlari, Fibonacci
polinomlar1 ve Lucas polinomlar1 arasindaki iligskiyi gosterdi. Zhang ve Wang (2017),
Chebyshev polinomunun birinci gesidinin integralini i¢eren problemi inceledi. Wang ve Hu

(2018) Zang ve Wang tarafindan 6nerilen agik soruyu ¢ozdii.

Bu tezin amaci, Fibonacci ve Chebyshev polinomlarinin tiirevlerini ve integrallerini
ayrintili olarak incelemektir. Bu anlamda 6zel say1 dizileri ile olusturulan polinomlar olan
Fibonacci ve Chebyshev polinomlari ele alinip bu polinomlarin literatiirde yer alan tiirev ve

integralleri ile ilgili 6zdeslikleri arastirilmistir.



2. GENEL BILGILER

Bu boliimde 6zel say1 dizileri olan Fibonacci ve Lucas sayilarindan bahsedilecektir.
Tamm 2.1. (Fibonacci Sayilari)

Fp =0,FF =1, n>2icinE, = F,_; + F,_, yineleme bagintis1 ile tanimlanan
tamsayilar dizisindeki sayilara Fibonacci sayilari denir ve n. Fibonacci sayisi F, ile

gosterilir.

Baslica Fibonacci sayilari:
0,11,2,3,5,8,13,21,34,55,89, ... seklindedir.
Tanim 2.2. (Lucas Sayilari)

Ly=2,Li=1,n>2i¢n L, =L, 4 + L,_, yineleme bagintis1 ile tanimlanan

tamsayilar dizisindeki sayilara Lucas sayilar1 denir ve n. Lucas sayist L, ile gosterilir.
Baslica Lucas sayilari:

2,1,3,4,7,11, 18,29, 47, 76, 123, ... seklindedir.

Tanim 2.3. (Altin Oran)

Altin oran, ahenk ag¢isindan en milkemmel boyutu iirettigi diisiiniilen, matematik ve
sanatta bulunan bir biitiiniin parcalar1 arasindaki geometrik ve sayisal iliskidir. Tk kimin
kesfettigi bilinmemekle birlikte konu hakkinda Misirlilar ve Yunanlilar tarafindan yapilan
bazi arastirmalar bulunmaktadir. Oklid, MO 300'lerde yazdigi “Elementler” adli
calismasinda altin oran1 “ug¢ ve miihim oranda bolmek” seklinde tanimlamistir. Misirlilarca
Keops Piramidinde ve Leonardo da Vinci tarafindan “ilahi Oran” isimli resimde kullanilan

"altin oran" , ayn1 zamanda “Fibonacci Sayilar1” olarak da taninmaktadir.

Bu oranin kisaca gdsterimi:

5
~ 1.618

seklindedir.

Bir Fibonacci sayisini bir 6nceki Fibonacci sayisina bélmenin sonucu 1.618... olup
6765 / 4181 = 1.618... sonucunu vermektedir. Bu, 89'un altindaki Fibonacci sayilar1 i¢in

0.01 gibi kiigiik bir farkla gerceklesebilse de sonug tiim biiyiik sayilar i¢in aynidir. Yani



serideki ardigik iki saymin orani, sayilar arttik¢a altin orana yani 1.618'e yaklasir ve 89/55

ve sonrasinda 1.618'de sabitlenir.
Teorem 2.1. (Binet Formiilleri)

x? —x —1 = 0 karakteristik denkleminin kokleri a ve g olsun. E, ve L,, i¢in Binet

formiilleri sirastyla

an _ ﬁn
Fy=——
n a — B
ve
L,=a™+p"
seklindedir (Koshy, 2001). Burada
a=tF p=17

dir. E, ve L,, i¢in Binet formiillerinden
Fn=(CD"E, ve L, =(-D"Ly,

elde edilir.

Tamim 2.4. (Pascal Ucgeni)

Uggensel bir binom katsayilar1 kiimesidir. Adimi Fransiz matematik¢i Blaise
Pascal'dan almasma ragmen Pascal'dan once Hintli, Iranli, Cinli, Alman ve Italyan
matematikgiler tarafindan galisilmistir. Omer Hayyam tarafindan diizenlenmistir. Asagida

Pascal Uggeni verilmistir.



Pascal tiggenin birgok ilging 6zelligi de vardir. Bunlardan bazilart:
-Her satir 1 ile baslayip 1 ile biter.

-Her satirdaki herhangi bir sayi, bir 6nceki satirdaki o sayiin hemen solundaki ve sagindaki

sayilarin toplamidir. Bu, Pascal'in 6zdesliginden de dogrulanir.

-n. satirdaki sayilarin toplami 2™ ’dir.



3. FIBONACCI POLINOMLARI

filx) =1, f,(x) = x ven = 3 olmak iizere,

fn(x) = xfn—l(x) + frn_2(x)

indirgeme bagintisi ile tanimlanan polinomlara Fibonacci polinomu denir ve n. Fibonacci

polinomu f,, (x) ile gosterilir (Koshy, 2019). Fibonacci polinomlarinin ilk on tanesi asagida

verilmistir:
i) =1
fa(x) =x
fz(x) =x*+1

fa(x) = x3 + 2x

fo(x) =x*+3x2 +1

fo(x) = x5+ 4x3 + 3x

fr(x) =x®+5x* +6x2 +1

fo(x) = x7 + 6x5 + 10x3 + 4x

fo(x) = x84+ 7x% 4+ 15x* + 10x2 + 1

fio(x) = x° + 8x7 + 21x°> + 20x3 + 5x

3.1.Fibonacci Polinomlan ile Tlgili Baza Ozdeslikler

Onerme 3.1.1. (Binet Formiilii)

x+Vx2+4

i¢in n. Fibonacci polinomu

o —(—o)™

oc+o71

fa(x) = (3.1

dir (Falcon ve Plaza, 2009).



Ispat:

Fibonacci polinomunun 72 —xr—1 =0 Kkarakteristik denkleminin

formiiliinden yararlanarak

ve

olarak bulunur.

Onerme 3.1.2. (Ardisik Terimlerin Oraninin Asimptotik Davranisi)

x+Vx2+4

0‘ =
2
ise

fn+1(x) r

e f@
dir (Falcon ve Plaza, 2009).
Onerme 3.1.3. (Catalan Ozdesligi)
n,r tamsayilari ve n > r icin
fr-r ) frar () = fif () = (D" 12 (%)
dir (Falcon ve Plaza, 2009).

Ispat:

kokleri

(3.1)

Verilen esitlikte LHS (esitligin sol tarafi) ve RHS (esitligin sag tarafi) olmak iizere Binet

formiilii uygulanirsa;

LHS) =
( ) c+o1 c+o1

o T — (_1)n—ro.—n+r o+ — (_1)n+r0.—n—r on — (_1)no.—n 2
' B < oc+o1 )

O.Zn _ (_1)n+ro.—2r _ (_1)n—ro.2r + O.—Zn O.Zn _ 2(_1)11 + O.—Zn

(0 +071)2 (0 +071)2

B (_1)n—r—1o.—2r + (_1)n—r—10.2r _ 2(_1)n—1
N (0 +071)2




_ (%)2 (—=1)""~1 = (RHS)

elde edilir.

Onerme 3.1.4. (ilk n Fibonacci Polinomunun Toplami)

Zfl(x) _ far1(x) +xfn(x) -1
i=1

dir (Falcon ve Plaza, 2009).

Omer Hayyam tarafindan diizenlenen Pascal iicgeni ile Fibonacci polinomlari

arasinda asagida verilen bir iliski vardir. Bunun i¢in ilk olarak Pascal iicgeni asagida

verilmistir:
1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

Fibonacci polinomlart matris bigiminde f = B.X denklemi ile yazilabilir. Burada
f=0®), L(x),.)", X=(1,x,x%x3..)"T ve B; Fibonacci polinomlarinin

katsayilarinda x’in artan kuvvetlerinin olusturdugu alt iggensel matristir.

1
0 1
1 0 1
g_10 2 0 1
1 0 3 0 1
03 0 4 0 1
10 6 0 5 0 1
0 4 0 10 0 6 0 1



B matrisinde sifir olmayan elemanlar tam olarak Pascal iiggeninin kdsegenlerini
olusturur ve ayni siradaki elemanlar klasik Fibonacci polinom dizisinin katsayilarini verir.

B matrisi tersinir olup B matrisinin tersi asagida verilmistir.

1

0 1

-1 0 1

B-1— 0 -2 0 1

2 0 -3 0 1

0 5 0 —4 0 1

-5 0 9 0 -5 0 1

0 —-14 0 14 0 -6 0 1
Teorem 3.1.1.

Her n = 1 tamsayisi ve (") = 0 olmak iizere x™~* terimi, ilk n Fibonacci polinomunun

lineer kombinasyonu olarak yazilir. Yani

1= () - () @ (32)
dir (Falcon ve Plaza, 2009).
Ispat:

Timevarim yontemi kullanilarak (3.2) denklemi n = 1 igin saglanir. (3.2) denkleminin

n — 1’den kiiciik veya esit her tamsay1 i¢in dogru oldugu kabul edilirse
L=
2

|
DNty B (RS

olur. Burada son esitlik x ile carpilirsa Ve xfy,_2;—1(x) = fro2i(X) — fr_2i_o esitligi
kullanilirsa ikinci terimden itibaren tiim terimler birbirini yok eder. Boylece (3.2) denklemi

her n i¢in saglanir.

x™, Fibonacci polinomlarinin lineer birlesimi olarak yazilabilir.
1= fi(x)

x = f2(x)

x* = f3(x) = fi(x)



x° = fo(x) — 2fo(x)

xt = fs(0) = 3fs(0) + 2f1(x)

x° = fo(x) — 4f,(x) + 5f,(x)

x® = f7(x) = 5f5(x) + 9f3(x) — 5£1(x)
x7 = fa(x) = 6fs (x) + 14£,(x) — 14/, (x)

3.2. Fibonacci Polinomlarinin Tiirevi
Tamim 3.2.1. ( k-Fibonacci Sayis1)

Herhangi bir k pozitif gergel sayis1t ve n > 1 igin f o = 0 ve f,; = 1 baslangic sartlar

olmak iizere k-Fibonacci sayist
fen+1 = kfin + fren-1
indirgeme bagintisi ile verilir (Falcon ve Plaza, 2009).

Eger k gergel bir x degiskenti ise fi ,, = f ,, ile tanimlanan Fibonacci polinomlarma karsilik

gelir.
Burada k = 1 igin klasik Fibonacci dizisi elde edilir.

k- Fibonacci sayilarinm ilk sekiz terimi asagida verilmistir.

fea =1

fra =k
frs=k*+1
e = k3 + 2k

fk,5 = k4 + 3k2 +1
fie = k° +4k> + 3k
fi7 = k®+5k* +6k* +1

fes =k7 + 6k> + 10k3 + 4k

10



Tamm 3.2.2. (Pascal 2-iig¢geni)

k-Fibonacci sayilarindan elde edilen katsayilar her bir kenar1 ikili olacak sekilde bir iggen

seklinde gosterilebilir. Bu nedenle bu tiggene Pascal-2 liggeni denir (Falcon ve Plaza, 2009).

1
1
1 1
1 2
1 3 1
1 4 3
1 5 6 1
1 6 10 4
1 7 15 10 1
1 8 21 20 5
1 9 28 35 15 1
1 10 36 56 35 6

Oncelikle ilk sekiz Fibonacci polinomunun birinci tiirevleri asagida verilmistir:
filx) =0

f(x) =1

fs(x) = 2x

fi(x) =3x%+2

fe(x) = 4x3 + 6x

fo(x) =5x*+12x2 + 3

f7(x) = 6x° + 20x3 + 12x

fo(x) = 7x° + 30x* + 30x2 + 4

Sadece tiirev polinomlarinin katsayilar1 goz oOniine alindiginda, Tablo 3.1°de
gosterildigi gibi bir Pascal-2 ti¢geni olarak yazilabilir. Bu tiggenin ilging bir 6zelligi; iki
ardisik tek (gift) satirin elemanlarini toplayarak ve toplam sonucunu ikinci satirin satir

numarasina bolerek o siraya karsilik gelen Fibonacci sayisi elde edilir.
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Tablo 3.1. (Tiirevin Pascal-2 ii¢geni)

1
2
3 2
4 6
5 12 3
6 20 12
7 30 30 4
8 42 60 20
9 56 105 60 5
10 72 168 140 30

Ornek olarak, besinci sira ve yedinci sira toplanip toplam 7’ye béliinerek f,(1) =
13 elde edilir. Pascal-2 tiggeninin terimleri yeniden diizenlenerck ve yari kosegendeki
terimler satirlar halinde yazilarak yeni bir tiggen ortaya ¢ikar (Tablo 3.2). Eger bu ii¢genin

i. siras1 i’ye boliiniirse klasik Pascal tiggeni olusur (Tablo 3.2).

Tablo 3.2. (Yar1 kosegen ii¢geni ve Pascal iiggeni)

1
2 2
3 6 3
4 12 12 4
5 20 30 20 5
i
1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1

Ayrica Tablo 3.1°deki i. ters kdsegenin her bir elemanini i’ye bdlerek olusan iicgen
Tablo 3.3’te gosterilmektedir. Bu iiggen ilk ters kdsegeni sildikten sonra ayni Pascal-2
ticgenidir (Tablo 3.3).
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Tablo 3.3. (Ters yar1 Kosegen ii¢geni )

1
2
3 1
4 3
5 6 1
6 10 4
7 15 10 1
8 21 20 5
9 28 35 15 1
10 36 56 35 6

Fibonacci polinomlarinin birinci tiirevleri tekrar tiirevlenerek Fibonacci polinomlarinin

ikinci tiirevleri agsagidaki sekilde elde edilir:

() =0
2 (x) =0
3'(x) =2
17 (x) = 6x

2(x) =12x% + 6

2'(x) = 20x3 + 24x

2 (x) = 30x* + 60x2 + 12

s (x) = 42x° + 120x3 + 60x

Ikinci tiirevin katsayilar1 tekrar bir iiggen seklinde yazilabilir (Tablo 3.4). Bu iiggende
ivei(i+ 1) arasindaki ters kdsegen elemani bolerek asagidaki tiggen elde edilir (Tablo 3.4).

Bu son iiggen Pascal-2 {iggeninin ilk iki ters kosegeni olmadig: halidir.

Tablo 3.4. (ikinci tiirevin Pascal-2 iicgeni)

2
6
12 6
20 24
30 60 12
42 120 60

13



1
3
6 1
10 4
15 10 1
21 20 5

Ikinci tiirevde Pascal-2 iiggeninin terimlerini yeniden diizenleyerek yine klasik
Pascal tiggenini elde ederiz (Tablo 3.5). Bu yontem Fibonacci polinomlariin herhangi bir
ardisik tiirevi i¢in gegerlidir.

Tablo 3.5. (ikinci tiirevin ii¢geni ve Pascal iicgeni)

2

12 24 12
20 60 60 20

30 120 180 120 30

!
1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1

Fibonacci polinomlarinin tiirevlerinden say1 dizileri elde edilmistir. Fibonacci
polinomlarinin tiirevlerinde x yerine tamsayilar yazilarak farkl say1 dizileri elde edilir. Bu

say1 dizileri asagida verilmistir.

Ornegin birinci tiirev icin asagidaki say1 dizileri elde edilir:
{f,(1L} ={0,1,2,5,10,20,38,71,130,235, ... }

{fn(2)} ={0,1,4,14,44,131,376,1052,2888,7813, ... }

{f.(3)} =1{0,1,6,29,126,516,2034,7807,29382, ... }
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{fn(4)} ={0,1,8,50,280,1475,7472,36836,178000, ... }
Benzer sekilde, ikinci ve ligiincii tiirev i¢in asagidaki say1 dizileri elde edilir:
{f.' (1} =1{0,0,2,6,18,44,102,222,466,948, ... }

{f.'(2)} ={0,0,2,12,54,208,732,2424,7684,23568, ... }
{f,'(3)} =1{0,0,2,18,114,612,2982,13626,59474, ... }
{f.'(4)} ={0,0,2,24,198,1376,8652,50928,286036, ... }
ve

{f." (1} ={0,0,0,6,24,84,240,630,1536,3564, ... }
{f."(2)} ={0,0,0,6,48,264,1200,4860,18192, ... }
{f."(3)} ={0,0,0,6,72,564,3600,20310,105408, ... }
{f." (4} = {0,0,0,6,96,984,8160,59580,399264, ... }
dir.

Onerme 3.2.1. (Ardigik Terimlerin Oranimin Limiti)

x+Vx2+4

O' =
2
ise

() () L ()
e i) e [ e G

dir (Falcon ve Plaza, 2009).

Tirevin mertebesi arttikca ardistk Fibonacci sayilarinin tiirevlerinin oran1 o
degerinden uzaklasir. Ornegin x = 3 ve n = 9 i¢in baslangictaki sifir olan terimler dikkate
alimmadan asagidakiler elde edilir:

f10(3) _ 42837

= = 3.3027
fo(3) 12970

flo(3) 108923
f(3) 29382

= 3.7071
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16(3) 250812

= =4.2171
7'(3) 59474
"(3 514956
1,‘,’,( ) _ = 4.8853
7(3) 105408
3++13
o= = 3.3027
2
elde edilir.
Onerme 3.2.2.

Nfps1(X) = xfn () + nfpq (%)

fax) = e

dir (Falcon ve Plaza, 2009).
ispat:

O.n _ (_0-)—1'1
oc+o71

fn(x) =

Binet formiiliiniin tiirevi alindiginda

O.n—l - (_O.)—n—l O.n _ (_O.)—n

! - r_ 1 _ 2 !
fa(x) =n o+o1 ? (0 +071)2 (1=0"a
elde edilir.
_x+VxZ+4
7T
oldugundan
, O
7= +o071
ve
X
1—072=—
o

dir. Bu esitlikler tiirev denkleminde yerine yazildiginda

oy ot (=0)™ "= (-a)™" X
() =m (c+0 )2 o401 (0+0°1)?
)T xf()
-n (c+0 12 (0+071)2

16
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elde edilir. Diger taraftan

n+1l _ (_O.)—n—l O.n—l _ (_0.)—n+1

oc+o71 oc+o71

frsr () + fuoa (1) =2

o
T o241

[6" (6?2 +1) — (—0)™ (1 + ¢?)]
="+ (—o)™
dir. Boylece istenilen esitlik elde edilir.
Ayrica fp1q(x) = xf,(x) + f,,—1(x) oldugundan

x(n—1Df(x) + 2nf_1(x)

fa(x) = )
biciminde de yazilabilir.
x = 1igin
ficty = 87 DA + 2nfas @) )
dir.
Onerme 3.2.3.
n = 0 i¢in

2l _
s (x) = Z (n A l) X2 (3.5)

l

i=0
dir (Falcon ve Plaza, 2009).
Onerme 3.2.4.
n = 1 igin,
=

fin@ =Y @m-2p ("] )i (36)

i=0
dir (Falcon ve Plaza, 2009).
Ispat:

(3.5) denkleminin tiirevi alindiginda;
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=
2 .
n—i .
fraar@ = Y =20y (" )i
i=0 '
elde edilir.
Bu esitlikte n = 0 igin f; (x) = 0’dur.

Benzer sekilde herhangi bir tiirev icin acik bir formiil elde edilebilir. Ornegin

Fibonacci polinomlarinin ikinci tiirevi igin;

n =2 igin

n-2
e (x) = ZLZO J(n —20)(n—1 =20 (" a2 (3.7)
dir. Ayrican = 1,2 igin f,;'(x) = 0 ‘duir.

Asagidaki onerme ile {f,,(x)}ney dizisinin Fibonacci polinomunun kendisiyle

carpimindan elde edildigi gosterilmistir.
Onerme 3.2.5.

fi(x) =0ven > 1igin

1@ = ) i@ i) (38)

dir (Falcon ve Plaza, 2009).
Ispat:

n = 2i¢in f; (x) = f;(x) fi1(x) = 1 oldugundan ispat agiktir. Her k < n igin esitligin dogru

oldugunu kabul edelim. Bu durumda n yerine n — 1 yazildiginda

fia () = D fiGfaa i)

olur.

fra1(x) = xf,(x) + fr_1(x) denkleminin tiirevi alinip diizenlenirse asagidaki esitlikler

elde edilir:
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far1(0) = fo () + xf(X) + fo1 (%)

= fu(x) +x Z fiG) fu-i () + 2 fi(0) fa—1-i(x)

= fu(0) + xfron (V) + Z Xfi () fomi () + Z FiG) freri(2)
= fu(0) + Xfyn () + Z X foui () + foa i)
= /1) + fr (D) + Z FiG) fre1-i )

= > i @fua@

i
Ayrican > 1 i¢in (3.4) denklemi ile (3.8) denklemi birlikte kullanilirsa

n—1

— Dfu(x) + 2nfp_1(x)

fiG) fi @) = =

x2+4
i=1

olur.

Onerme 3.2.4.
n = 1icin

=
2
fan @) = ) (=D = 20)fy () (3.9)

dir (Falcon ve Plaza, 2009).
Ispat:

n =1 i¢in

0
£ = ) (D = 20fy 200 = 1
i=0

olup esitlik saglanir. Varsayalim ki (3.9) denklemi n. Fibonacci polinomlarinin tiirevine

kadar saglansin.

19



n tamsayisinin ¢ift oldugunu varsayalim. n = 2p olsun.

p—1

fon (@) = ) (D@D = 20fp (@)
i=0

ve
p-1
fp() = ) (~1DI(2p = 1= 20fp1-2:()
i=0
p-1 p-1
= > (~Di@p = 20fopr2i() + ) (D fop ()
i=0 i=0
olur.
fopr2(X) = xfopr1(x) + f2p(x)
oldugundan
f2,p+2 (x) = f2p+1(x) + xf21p+1(x) + lep(x)
dir.

Denklem n = 2p + 2 igin dogruland.

n tamsayisi tek oldugunda da durum benzer sekilde kontrol edilir.

Ornegin;
2
fi2) = Y (-1iG = 205 ()
i=0
=5f5(2) = 3f3(2) + £1(2)
=529-35+1
=131
Onerme 3.2.5.
1
fo () =~ fn11 () + fra (0] (3.10)

dir (Falcon ve Plaza, 2009).

20



Ispat:

(3.5) denkleminde

o
fra (O = (nl_l)x”‘Z"

i=0

N3

ve

=

faly= . (1T e

i=0

dir. Bu iki esitlik toplandiginda;

B =
froe1(X) + foo1(x) =x™ + (n—> n21+2(n_2_> n-2-2i

i=1

=37 + 2

dir.
Bu durumda;
(n—i>+(n—1—i>_(n—l—i)(n—i_l_l)_(n—l—i)n
i i-1 /) \i-1 i T\ i-1 /i
esitligi kullanilarak
3] ,
n—1—i\1 .
frs1 () + fno1(x) = x™ + HZ( 1 )—.Xn_ZL
o i [
elde edilir.

Bu esitligin tiirevi alindiginda;

5]
Fisr (O + fi g (0) = ™ + nZ (

i=1

n-1-2i

n—1-—1 >n—21
—X

i—1 i

bulunur. Boylece
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fas1 () + f_1 (%) _ HZTI:J (n - 1 —1

n l

)an i = f)

i=0
olur.

(3.10)’dan f,;,,(x) = nf,(x) — fr—1(x) oldugundan {f,,(x)},eny Fibonacci dizisi elde

edilir. f{ (x) = 0 oldugundan {f,, (x) },en tiirev dizisi olusur.

Tiirev dizilerindeki tekrarlama bagintisi asagidaki 6nerme ile verilmistir.

Onerme 3.2.6.

0, n<r
r!, n=r

@) =
- [nx.fn(r) x)+ (n+ 1‘)]21(?1 (x)], n>r

(3.11)

n —
r. tirev lizerindeki sifirdan farkl terimler, sifirdan farkli ! terimden elde edilir. Bu nedenle

tim terimler r!’nin katlaridir.

Sonug olarak { fn(r) (x)} dizisi

nenN

FP@}  =r1{0,.,0L,¢ + Dx, ..}
N

ne

formundadir (Falcon ve Plaza, 2009).

3.3. Fibonacci Polinomlarimn integrali:
Denklem 3.10°dan asagidaki sonug elde edilir.

Onerme 3.2.7.

[ 709 =~ G @ + fua@ = fua(0) = foa (O)
0

dir (Falcon ve Plaza, 2009).
Ispat:

n giftise f,,41(0) = f,—1(0) = 1’dir. Bu durumda

* 1
| £ =2 G @ + o @ - 2
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dir.

n tek ise f,,41(0) = f,—1(0) = 0’dir. Bu durumda

* 1
[ e = (s + s )

dir.
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4. CHEBYSHEYV POLINOMLARI

Chebyshev polinomlari, ilk kez yaklasik yiiz yil 6nce tinlii Rus matematikgi
Chebyshev tarafindan kullanilmistir. Chebyshev, sayilar teorisi ve onun adini tagiyan
polinomlarin dizisi {izerine ¢alismis ve Chebyshev polinomlarini tanimlamistir. Ortogonal
polinomlarin bir dizisi olan Chebyshev polinomlari, De Moivre formiilii ile baglantilidir.
Chebyshev polinomlar1 maksimum hatayr minimum yapma egilimindedir. Chebyshev
polinomlar1, yaklagim teorisi, kombinatorik, Fourier serileri, niimerik analiz, graf teorisinde

ve diger birgok alanda cesitli uygulamalara sahiptir.

Bu boliimde dort g¢esit Chebyshev polinomu, bu polinomlarin tiirev ve

integralleri detayli olarak incelenecektir.
4.1. Birinci Cesit Chebyshev Polinomlar:
Tamm 4.1.1.
To(x) =1, T;(x) =xven = 2igin
T (x) = 2xTp_1(x) — Tp—2(x) (4.1)
yinelemeli(tekrarli) bagintis1 veya
n=0,x €[-1,1] i¢in
T,,(x) = cos(n arccosx) (4.2)

bagintisi ile tanimlanan polinomlara birinci ¢esit Chebyshev polinomu denir ve T, (x) ile

gosterilir (Mason ve Handscomb, 2003; Koshy, 2019)

(4.2) bagmtisinda x = cos6 alinirsa

T,(x) = cos(nf) (4.3)
olur. Bu esitlikte ; 6 degiskeni [—Tt, 1] arali@indadir ve x degiskeni [—1,1] arali@indadr.
Birinci ¢esit Chebyshev polinomunun ilk on terimi agagida verilmistir:
To(x) =1
T,(x) =x
T,(x) = 2x*—1
Ty (x) = 4x3 — 3x

T,(x) =8x*—8x2+1
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Ts(x) = 16x° — 20x3 + 5x

To(x) = 32x% —48x* + 18x2 — 1

T,(x) = 64x7 — 112x> + 56x3 — 7x

Tg(x) = 128x8 — 256x° + 160x* — 32x% + 1

To(x) = 256x° — 576x7 + 432x°> — 120x3 + 9x

De Moivre Formiili:

x =cosf@ven € Zigin
(cos 0 +isin @)™ = cos nB + i sin nf

dir.

—n1 <6 <m i¢inx = cos O ve sind =+v1—x? > 0olmak iizere,

(c059+isin9)"=(x+1m)
:xn+(rll) 1—x2+(n)x ( —x) +...+<Z)(iM)n

2

olup buradan

cosnf +isinnfd = x™ + (rll)x"‘li 1—x2+ (Tzl) x"2(x2—1) + -+ (Z) (x? — 1)3

esitliginde
cosnf =x™ + (D)x"2(x? — 1) + 2™ + (Dx"(x* - 1) +
sinnd = (M WI =22 + (a3 (VI —22) +--
elde edilip
To(x) = cosnf = x™ + (J)x""2(x? — 1) + -

bulunur.

4.1.1. Birinci Cesit Chebyshev Polinomunun Tiirevi:
Onerme 4.1.1.1.

x € [—1,1] ve x = cos 0 igin birinci gesit Chebyshev polinomunun tiirevi
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d
aTn(x) =nUp_1(x) (4.9)
dir (Mason ve Handscomb, 2003).

Burada U,, (x) ikinci ¢esit Chebyshev polinomu olup Boliim 4.2 de detayli olarak verilmistir.

ispat:
T,,(x) = cos(narccosx) = cosnf ve dx = — sin 6 d6 formiillerinden
d .
aTn(x) = n(—sinnf) do
_ sinné
=n (sin 6 ) dx

=nU,_;(x) dx

olur. Buradan da birinci ¢esit Chebyshev polinomunun tiirevi

d
aTn(x) =nU,-1(x)

olarak elde edilir.

4.1.2. Birinci Cesit Chebyshev Polinomunun integrali:

Onerme 4.1.2.1.

x € [—1,1] ve x = cos 0 olmak lizere birinci ¢esit Chebyshev polinomunun integrali

(Tn+1(x) _ Tn—l(x))

1
JTn(x)dx=— n+1 n—1

> (4.10)

dir (Mason ve Handscomb, 2003).
Ispat:

x = cos 6 igin dx = —sin 6d0 olur. Bu bagint1 kullanilip T;,(x) = cos n@ denkleminin

her iki tarafinin integrali alinarak
an(x)dx = —f cos n@sin 6dO

esitligi, trigonometrik doniisiim formiilleri kullanilarak

an(x) dx = —f%(sin(n +1)0 —sin(n—1)08) do
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_% B (cosfln++11)9 B cosfln_—ll)Q)]

-2 )

elde edilir. Boylece

l(TnH(x) _ Tn—1(x)) Con=1

an(x)dx: f n+1 n-1
ZTZ(x) , n=1

dir.
4.1.3. Birinci Cesit Chebyshev Polinomu ve Trigonometri Tliskisi

0 <6 <m igin u,v,0 herhangi ii¢ ac1 olsun. e = cos6 +isin@ Euler

formiilii kullanilarak e‘®+¥) = e ¢ pulunur.
cos(u +v) +isin(u + v) = (cosu + isinu)(cosv + i sinv)
= (cosucosv — sinusinv) + i(sinu cos v + cos u sin v)

Gergel ve sanal kisimlarini esitleyerek kosiniis ve siniis fonksiyonlart ic¢in toplama

formiillerini elde ederiz.
cos(u + v) = cosucosv —sinusinv (4.11)
sin(u + v) = sinucosv + cosusinv (4.12)
sin® @ + cos? # = 1 oldugundan,
cos 20 = cos(6 + 6)
= cos? @ —sin® 6
= cos?6 — (1 — cos?0)
=2cos*0 —1

formiilleri (4.11) den elde edilir. Benzer sekilde sin 26 = 2sin @ cos 6 esitligi (4.12)

formiiliinden elde edilir. Sonug olarak
cos 30 = cos(260 + 0)
= cos 26 cos 6 — sin 20 sin

= (2c0s?8 — 1) cos O — (2 sin @ cos 0) sin §

27



= 2co0s30 — cosO — 2 cos O (1 — cos? )
=4cos*6 — 3 cosH
bulunur.

Benzer sekilde, cos48 =8cos*6 —8cos?6 + 1 olur. Tablo 4.1 ile farkhh n
degerleri i¢in cos nf fonksiyonu verilmistir. cosnf Tablo 4.1 de goriildiigii gibi kosiniis
cinsinden bir polinomdur. Buradaki katsayilar T,(x) ile aym katsayilar ve 0 <n <

7 i¢in cosnf = T,(cos 6) dir.

Tablo 4.1. Farkh n degerleri i¢in cos n@ fonksiyonu

n cosn6

0 1

1 cos@

2 2cos?0 — 1

3 4cos30 — 3cos6

4 8cos*6 — 8cos?0 + 1

5 16¢0s°6 — 20cos36 + cos6

6 32c0s°6 — 48cos*0 + 18cos?6 — 1

7 64cos’60 — 112c0s°6 + 56c0s%0 — 7cosf

Her n > 0 i¢in cos n@ = T, (cos 8)’dir. Bu esitlik timevarim yontemi ve De Moivre

teoremi kullanilarak ispatlanabilir.
cos 20 = 2cos?6 — 1
= 2cos 8 (cos16) — cos 06
=2cosOT;(cosO) — Ty(cos )
ve benzer sekilde
cos 36 = 4cos®*0 — 3 cos O
=2cosf (2cos?H —1)—cosh
= 2cos B cos 20 — cos b

= 2cos O T,(cosB) — T,(cos 0)
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bulunur.
To(cos8) =1 =cos068 ve T;(cos@) = cosb oldugundan n =0 ve n =1 igin

ifade dogrudur. n’den kiigiik biitiin tamsayilar i¢in dogru oldugunu kabul edelim. a = e

veb = e~ olsun. Budurumda a + b = 2 cos 8 ve ab = 1 dir. Buradan a* = e ve p* =

e =0 olur. Boylece a* + b* = 2 cos k6 dur.
a®+b*=(a+b)(@"t+b" 1) —ab(a™? +b"2)
biciminde yazilabileceginden a ve b yerine yazilirsa
2cosnf = 2cosB.2cos(n—1)0 — 1.2 cos(n — 2)6
olup
cosnf =2cos @ [cos(n — 1)0] — cos(n — 2)6
=2c0s6.T,_1(cos0) — T,,_,(cos )
= T, (cos0)

bulunur. Boylece, timevarim yontemi ile n = 0 igin T,,(cos 8) = cosnf dir. Yani, cos nf

cos 6’nin Chebyshev polinom fonksiyonudur.
4.2. ikinci Cesit Chebyshev Polinomlar:
Tamm 4.2.1.
Uy(x) =1,U,(x) =2x ven > 2 i¢in
Un(x) = 2xUp_1(x) — Up_2(x)
yinelemeli (tekrarli) bagintisi ve
x € [—1,1] ve x = cos 6 icin

sin(n + 1)0

Un(x) = sin 0

(4.13)

bagintisi ile tanimlanan polinomlara ikinci ¢esit Chebyshev polinomu denir ve U, (x) ile
gosterilir (Mason ve Handscomb, 2003; Koshy, 2019).

Teorem 4.2.1.

n=2ve x =cos @ igin

Un(x) = 2xUp_1(x) — Up_2(x) (4.14)
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dir (Mason ve Handscomb, 2003)
Ispat:

sin(n + 1)60

Un(x) = sind

esitliginde n yerine n — 1 ve n — 2 yazildiginda

sinnf
Un-1(%) = siné
ve
sin(n — 1)60
U2 =g

elde edilir. Buradan

sin(n+1)8 sin(n—1)60
. + -
sin @ sin @

Up(x) + Up_z(x) =

y 2 cos 0 sinn@

sinf
= 2xU,_;(x)
olup
Un(x) = 2xUp_1(x) — Up_2(x)
elde edilir.

4.2.1. Ikinci Cesit Chebyshev Polinomunun Tiirevi:
Onerme 4.2.1.1.

x € [—1,1] ve x = cos# igin ikinci ¢esit Chebyshev polinomunun tiirevi

= (1 DT () = Un (@)
dx x? -1
dir (Mason ve Handscomb, 2003).
Ispat:
U, (x) = sm(s:riln+01)9
ve dx = —sin 8 d@ formiillerinden
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d U _(n+1)cos(n+1)0sinf — cos O sin(n + 1)9d9
dx n(¥) = sin 26
B ((n + 1) cos(n + 1)@ sin 6 — cos O sin(n + 1)9) -1 4
B sin 20 sing ¥
(n+ 1) cos(n+ 1)6 — cos p 10
— sin @ dx
—sin?6
(n + 1)Tn+1(x) - XUn(x)
= > dx
x4 —1
dir. Buradan
4y = O DTain (0 = xUn ()
dx " x2—1
olur.

4.2.2. ikinci Cesit Chebyshev Polinomunun Integrali:
Onerme 4.2.2.1.
x €[-1,1] ve x=cosO igin ikinci ¢esit Chebyshev polinomunun integrali

Tn+1(x)
n+1

J Up(x)dx = (4.15)

dir (Mason ve Handscomb, 2003).

Ispat:
x = cos 8 igindx = —sin 6 df olur. (4.13) formiiliinde her iki tarafin integrali alinip

dx = —sin 6 dO kullanilirsa

j‘U dx = j‘sin(n+1)9 0 do
n(x)dx = s sin

_ (cos fln++11)9)

— Tn+1(x)
n+1

elde edilir. Dolayisiyla
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Tn+1(x)
n+1

f U,(x)dx =

dir.

4.2.3. ikinci Cesit Chebyshev Polinomu ve Trigonometri iliskisi

T,.(x) Chebyshev polinomu ile trigonometri arasindaki iliski kosiniis
fonksiyonu ig¢in formiiller kullanilarak incelendi. Benzer bir iliski, U,(x) Chebyshev

polinomu ile trigonometri arasinda siniis fonksiyonu i¢in asagida formiillerden goriilebilir.
sin16 = 1.sinf
sin 20 = (2 cos @) sin 6
sin360 = (4 cos*0 — 1) sin @
sin46 = (8cos3 6 — 4cosf)sinb
sin50 = (16 cos* 8 — 12 cos? 6 + 1) sin b
sin 60 = (32 cos® 8 — 32 cos3 0 + 6 cos ) sin §

Bu esitliklerde kosiniis fonksiyonu yerine x yazildiginda asagidaki esitlikler elde edilir.

sin 16 — 1
sin®
sin 260 —>
sing x
sin 360
§ =4x% -1
sin @
sin 40
: = 8x3 — 4x
sin @
sin 56
- =16x*—-12x%+1
sin @
sin 60
_ = 32x% — 32x3 + 6x
sin @
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x =cosfve0 <n<5igin

sin(n+ 1)60

Un(x) = sin

dir.
Siniis fonksiyonu i¢in toplam formiilii ve n > 0 igin U, (x) — xU,_1(x) = T,,(x) esitligi
kullanilarak,
sin(n + 1) 8 = sinnb cos 6 + cos nb sin 6
= xU,_1(x) sin B + T,(x) sin 0
olup buradan

sin(n +1)60

Sin = XUn—l(x) + T, (x)

= Up(x)
bulunur. Bu esitlik n = 0 ve n = 1 igin saglandigindan tiimevarim yontemiyle tim n = 0

tamsayilari i¢in dogrudur.

4.3. Uciincii Cesit Chebyshev Polinomlar:
Tamm 4.3.1.
Vo(x) =1veVi(x) =2x —1ven > 2ig¢in
Va(x) = 2xVp_ 1 (x) = Vi (%)
yinelemeli (tekrarl1) bagintist ve

x € [—1,1] ve x = cosB olmak lizere

cos (n + %) 0
V() = —— 2 (4.16)
cos-60
2

bagintisi ile tanimlanan polinomlara tigiincii ¢esit Chebyshev polinomu denir ve V,(x) ile
gosterilir (Mason ve Handscomb, 2003; Koshy, 2019).
Ucgiincii gesit Chebyshev polinomunun ilk 10 terimi asagida verilmistir:
Vo(x) =1
Vl (X) =2x—1

Vo(x) =4x% —2x — 1
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Vi(x) =8x3 —4x? —4x + 1

Vu(x) = 16x* —8x3 — 12x2 +4x + 1

Vs(x) = 32x5 — 16x* — 32x3 + 12x%2 + 6x — 1

Ve(x) = 64x°% — 32x> — 80x* + 32x3 + 24x% —6x — 1

V,(x) = 128x7 — 64x° — 192x5 + 80x* + 80x3 — 24x% — 8x + 1

Vg(x) = 256x8 — 128x7 — 448x° + 192x° + 240x* — 80x3 — 40x? + 8x + 1

Vo(x) = 512x° — 256x8 — 1024x7 + 448x° + 672x° — 240x* — 160x3 + 40x? +
10x — 1

Teorem 4.3.1.
n=2vex = cos 6 igin
Va(x) = 2xV3_1(x) = V2 (%) (417)
dir (Mason ve Handscomb, 2003).
ispat:
(4.16) esitliginden;
cos (n+§)9 cos (n—2+%)9

Vn(x) + Vn—Z(x) = 1 + 1
cos;H cos;@

cos (n+%)9+cos(n—2+%)9

1
cos-0
2

= <+1+ 2+1>9 <+1 +2 1)9
=Ccos|n 2 n ) cos\n 2 n )

2n—1
2

= 2cos ( ) Ocosf

= 2xVy_1(x)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

34



4.3.1. Uciincii Cesit Chebyshev Polinomunun Integrali
Onerme 4.3.1.1.

x € [—1,1] ve x = cos0 igin liglincii ¢esit Chebyshev polinomunun integrali

[V ()dx = 1) _ n0) (4.18)

n+1 n
dir (Mason ve Handscomb, 2003).
ispat:

x =cos 0 i¢in dx = —sin 6 dO elde edilir. (4.16) esitligi ve trigonometrik doniisim

formiillerinden:

cos(n+%)9
an(x)z—f—lsiane

cos= 0
2

do

0 A . 6 .
j (cos nd cos 5 —Sin no sin E) sin@

0
coS —
2

0 7] 7]
= — f cos nf ZCOSESinE — 2sin n@sin? EdG

= —[cosnB .sinf — 2sinnb (1 _ 1+Czose) 6

= — [(cos nf.sin 6 — sinnb + sinnh. cos 6) do

= — f(sin(n +1) 0 — sinnf)do

_ (cos(n+1) 0 __cosn 6 )
- n+1 n

olur.

Buradan

Tn+1(x) _ Tn(x)
n+1 n

J V,(x)dx =

elde edilir.
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4.4, Dordiincii Cesit Chebyshev Polinomlari
Tamm 4.4.1.
Wo(x) =1veW;(x) =2x+ 1ven = 2igin
Wa(x) = 2xWp—1(x) — Wy (x)
yineleme (tekrarlama) bagintis1 ve

x € [—1,1] ve x = cos0 i¢in

sin (n +%)0

W, (x) = (4.19)

sin%@
bagntisi ile tanimlanan polinomlara dordiincii ¢esit Chebyshev polinomu denir ve W, (x)
ile gosterilir (Mason ve Handscomb, 2003; Koshy, 2019).

Dérdiincii ¢esit Chebyshev polinomunun ilk 10 terimi asagida verilmistir:

Wo(x) =1

W,(x)=2x+1

Wo(x) =4x? +2x —1

Wi(x) =8x3+4x? —4x—1

Wo(x) = 16x* +8x3 — 12x? —4x + 1

Ws(x) = 32x° + 16x* — 32x3 —12x? + 6x + 1

Ws(x) = 64x° + 32x> — 80x* — 32x3 + 24x%2 + 6x — 1

W,(x) = 128x7 + 64x° — 192x> — 80x* + 80x3 + 24x? — 8x — 1

We(x) = 256x8 + 128x7 — 448x°® — 192x° + 240x* + 80x3 — 40x2 — 8x + 1

Wo(x) = 512x° + 256x8 — 1024x7 — 448x° + 672x> + 240x* — 160x3 — 40x2 +
10x + 1

Teorem 4.4.1.
n = 2ve x = cos0 i¢in;

W (x) = 2xWp_q (x) = Wy_»(x) (4.20)
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dir (Mason ve Handscomb, 2003).
Ispat:

(4.19) esitliginden

W, (x) + W,_,(x) = sin (n + %) 0 + sin (n 24 %) 0

.1
sin-0
2

_ [n+3tn-2+3 n+s-n+2—3
2sin T 0.cos T 0

.1
sin-6
2

2cos0 sin (n -1+ %) 0

1
sin-0
2

2sin (n r %) 0.cosb

sinl 0
2
= 2xWy_1(x)

bulunur.

4.4.1. Dérdiincii Cesit Chebyshev Polinomunun Integrali
Onerme 4.4.1.1.
x € [—1,1] ve x = cos8 igin dordiincii gesit Chebyshev polinomunun integrali

Tn+1(x) _ Tn(x)
n+1 n

f W,(x)dx = — (4.21)

dir (Mason ve Handscomb, 2003).
Ispat:

X = cosf ‘nin tirevini alindiginda dx = —sin6d@ olur. (4.19) esitligi ve trigonometrik

doniisiim formiillerinden

sin(n + l)t9
JWn(x)dx = — f—lzsinedé?
sinEH
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do

) ] . 0\ .
f (sm nlcos S + cos nBsin E) sin@

., 0
Ssin—-
2

7] 7] 6
= —f (2 sinn@.cos? > + 2cosnf sinicos E) de

=— f((cos@ + 1) sinnf + cosnd sind)do

= — f(cose sinnf + sinné + cos nfsinb)do

= — [(sin(n + 1) 6 + sinn6)do

cos(n+1) cosn
n+1 n

olur. Buradan

Tn+1(x) r Tn(x)
n+1 n

an(x) dx = —

elde edilir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tez ¢alismasinda, Fibonacci polinomlar1 ve Chebyshev polinomlarmin tiirev
ve integralleri ile ilgili detayli bir inceleme yapilmistir. Fibonacci ve Chebyshev polinomlari
incelenerek bu polinomlarin tiirev ve integralleriyle ilgili literatiirde yer alan 6zdeslikler
arastirtlmistir. Ayrica bu tezde, Fibonacci polinomlar1 ve Fibonacci polinomlarinin
tirevlerinin Pascal liggeni ile arasindaki iliskilere yer verilmistir. Bu iliskiler tablolar
yardimiyla daha anlasilir hale getirilmeye ¢alisilmistir. Calismada Fibonacci polinomlarinin
birinci ve ikinci tiirevleri ile integralleri verilmistir. Ayrica Chebyshev polinomlarinin dort
farkli ¢esidinin tiirev ve integralleri ayrintili olarak tezde yer almustir. Ustelik birinci ve
ikinci ¢esit Chebyshev polinomlarinin trigonometri ile iliskilerine de tezde yer verilmistir.
Bundan sonraki ¢alismalarda Fibonacci polinomlarinin integralleri ile tiglincii ve dordiincti

¢esit Chebyshev polinomlarinin tiirevleri tizerine ¢alismalar yapilabilir.
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