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ONSOZ

Kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin tam ¢ozlimlerinin analitik olarak bulunmasi
uygulamali matematik alaninin 6nemli konularindan biri olmustur. Farkli fiziksel olaylarin
modellenmesi sayesinde elde edilen kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin
bulunmasini saglayan yontemler bilim insanlarmin siirekli ilgisini ¢eken konular

arasindadir.

Bu anlamda iistel fonksiyon yontemi kismi tirevli diferansiyel denklemlerin tam
¢ozlimlerinin elde edilmesini saglayan dinamik yontemlerden birisidir. 2006 yilinda
Onerilen bu yontem giliniimiizde hala kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin tam

¢Oziimlerinin bulunmasi i¢in kullanilmaktadir.
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1. GIRIS

Yasadigimiz diinyadaki karsilasilan farkli olaylarin belli bir diizen i¢inde oldugunu
tespit etmek zor degildir. Karsilastigimiz her bir olayin anlasilmasini saglayan yasalar
insanoglunun hep ilgi odagi olmustur. Uzun yillardan bu yana ortaya konulan yasalar i¢in
caligmalar yapilmis ve yasalarin gelistirilmesine katki saglayan bilim insanlar1 her gecen
giin artmigtir. Bu yasalara karsilik gelen fiziksel olaylar genellikle yasam bilimleri ve
miithendislik bilimlerinde 6nemli bir yere sahiptir. Fiziksel olaylarin modellenmesiyle
birlikte diferansiyel denklemler teorisi olusturulmustur. Bu teorilerin gelistirilmesi
sonucunda diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinii veren yeni ¢oziim yontemleri ortaya
cikmigtir. Bu gelistirilen ¢0ziim yontemleri sayesinde olusan fiziksel olaylarin

mekanizmalarinin daha i1yi anlasilmasina katki saglanmistir.

Farkli alanlarda belirlenen problemlerin modellenmesi genellikle lineer olmayan
kismi tiirevli diferansiyel denklemlerle yapilir. Bunlara 6rnek olarak roket hareketleri,
uydu konumlanmasi, zamanla 1sinin yayilmasi, derin sulardaki dalga hareketleri,
radyoaktif bir maddenin parcalanmasi ve bir DNA’daki bozulmanin tespitini verebiliriz.
Karsilagilan problemler genelde lineer olmadigindan, lineer olmayan denklemler
kullanilarak modellenirler. Bu modelleme ile diferansiyel denklemler kullanilarak, bu
denklemlerin analitik veya tam ¢oziimleri(kapali formlar1) bulunmaya caligilir. Lineer ile
lineer olmayan denklemlerin ¢bziim yontemleri farklibik gosterir. Ornegin lineer
denklemlerde {ist iiste bindirme(superposition) kurali sayesinde herhangi iki farkl
¢Ozlimiin birlesimi de bir ¢6ziim meydana getirir. Bu durum lineer olmayan denklemler
icin gecerli degildir. Bu nedenle lineer olmayan diferansiyel denklemlerin siiflandiriimasi
ve ¢oziilebilir olup olmadigma karar verilmesi olduk¢a 6nemlidir. Onerilen yontemlere
gore tam ¢oziimlerinin elde edilmesi ve bulunan ¢éziimlerin fiziksel olarak anlasilmasi
onemlidir. Ayrica uygulanan tam ¢Oziim yontemleri sonucunda farkli ¢oziimler elde
edilebileceginden bu c¢o6ziimlerin smiflandirilmast biiyiikk 6nem tasir. Bu  ylizden
uygulamali matematik bilim dali bu tarz denklemlerin ¢6ziim yOntemlerinin
gelistirilmesine katki saglamaktadir. Bu alanda bir ¢ok bilim insan1 lineer olmayan kismi
tirevli diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiine katki saglayan yontemler gelistirdiler.
Gelistirilen bu yontemler ile elde edilen tam ¢6ziimler sayesinde ele alinan problemlerin

karakteristiklerinin anlasilip ve olas1 yorumlanmasina katki saglanmasi olduk¢a dnemlidir.



Farkl1 alanlarda karsilastigimiz ve Onerilen yontemlerle ¢6ziime sahip olan zaman
degiskenine gore tiirevi bulunduran lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin
integrallenebilirligi nemli bir konudur. Bu nedenle kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin
¢oziimlerinin bulunmasini saglayan genel bir yontem bulunmamaktadir. Son yillarda bu
tarz denklemlerin ¢oziilebilmesine olanak saglayan soliton teorisindeki dalga kavramudir.
Belirli bir ¢oziime sahip olmayan bu denklemlerin sayisal ¢éziimlerinin ve hareketli dalga
¢Oziimlerinin arastirilmasi olduk¢a dnemlidir. Dogada karsilasilan lineer olmayan olaylar,
biyoloji, kimyasal fizik, plazma fizigi, kat1 hal fizigi, optik fiberler, akiskanlar mekanigi,

kimyasal kinematik ve miihendislik alanlarinda ortaya ¢ikmaktadir.

Dalganin tanimi, referans bir karede belli bir hizi ile hareket eden ve herhangi bir
zamansal evrime yol agmayan bir doga olayr olarak verilir. Dalgalarin farkli ¢esitleri
bulunmaktadir. Sabit hizla yayilirken kendi seklini koruyabilen tekli dalgalar soliton olarak
adlandirtlir. Bir solitonun baska bir soliton ile etkilesime girmesi sonucunda kendi
Ozelligini muhafaza ettigi goriilmektedir. Soliton teorisinin olduk¢a fazla uygulama alani
oldugundan, lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin hareketli dalga (tam)
¢ozlimlerinin bulunmasmni miimkiin kilan giiclii ve etkin yontemler bilim insanlar
tarafindan literatiire kazandirilmistir. Onerilen yeni ydntemler sayesinde yeni ¢oziim
fonksiyonlarinin belirlenmesi ile c¢esitli fiziksel mekanizmalarin anlasilmast daha kolay
hale gelmistir. Bu sebeple bir kismi tiirevli diferansiyel denklemin ¢oziilebilmesine olanak
saglayan hareketli dalga modelinden faydalanmak kolaylik saglar. Hareketli dalga
modelinin uygulanabildigi bir¢ok analitik ve yar1 analitik yontemler gelistirilmis ve

literatiire kazandirilmistir.

Hirota’nin bilineer doniisim yontemi (Hietarinta, 1997; Hietarinta, 2005), tanh
fonksiyon yontemi (Malfliet ve Hereman, 1996; Malfliet, 2004), iistel fonksiyon yontemi
(He ve Wu, 2006; He ve Abdou, 2007; Zhang, 2007; Zhu, 2007), ¢oklu iistel fonksiyon
yontemi (Wan vd., 2020; Ma ve Zhu, 2012), (G'/G)- agihm yontemi (Shakeel ve

Mohyud-Din, 2015; Akbar vd., 2013), gelistirilmis (G'/G)-a¢ilim ydntemi (Zhang vd.,

2010; Guo ve Zhou, 2010), deneme denklem yontemi (Liu, 2006; Liu, 2010; Giirefe vd.,
2011), genisletilmis deneme denklem yontemi (Pandir vd., 2012; Pandir vd., 2013a;
Giirefe vd., 2013;), ¢oklu genisletilmis deneme denklem yontemi (Pandir vd., 2013b),
Kudryashov yontemi (Kudryashov, 2012; Ryabov vd., 2011; Lee ve Sakthivel, 2013),
modifiye edilmis Kudryashov yontemi (Pandir, 2014; Tandogan vd., 2013),



genellestirilmis Kudryashov yontemi (Pandir, 2016; Demiray vd., 2015a; Demiray vd.,
2015b; Pandir vd., 2015), ilk integral yontemi (Abbasbandy, 2010), Weierstrass eliptik
fonksiyon agilim yontemi (Lia vd., 2008), Jakobi eliptik fonksiyon yontemi (Fu vd., 2001;
Shen, 2003), ve genellestirilmis F -agilim yontemi (Pandir ve Turhan, 2017; Pandir,

2017) gibi yontemler hareketli dalga (tam) ¢6ziim yontemlerine 6rnek olarak verilebilir.

Ji-Huan He 2006 yilinda iistel fonksiyonu yontemi olarak adlandirdig: etkili bir
yontemi lineer olmayan kismi tirevli diferansiyel denklemlerin hareketli dalga
¢dziimlerini elde etmek icin dnerdi (He ve Wu, 2006). Onerilen bu yoéntem ile cesitli lineer
olmayan dalga denklemlerinin tekil(solitary) ¢dziimlerini, kompakt benzeri ¢éziimlerini ve
periyodik ¢dziimlerini elde etmeyi amagladilar. Oneri yontemin diger yontemlere gore en
belirgin avantaji, hem genellestirilmis solitary ¢oziimlerin hem de periyodik ¢oziimlerin
bulunmasimi saglamasidir. Ileri zamanlarda onerilen bu etkili ydntemin bazi
modifikasyonlu versiyonlari; modifiye edilmis iistel fonksiyonu yontemi ve g¢oklu iistel
fonksiyon yontemi bilim insanlar1 tarafindan Onerilerek, farkli tiir diferansiyel
denklemlere uygulamalar1 yapildi (Ma ve Zhu, 2012; Aksoy vd., 2016; Mohyud-Din ve
Bibi, 2017; Wan vd., 2020; Tian ve Liu, 2021).

Nikolay A. Kudryashov ve Nadejda B. Loguinova 2009 yilinda yaymladiklari
derleme makalede iistel fonksiyonu yontemini kullanirken dikkatli olmamiz konusunda
uyarida bulundular (Kudryashov ve Loguinova, 2009). O makalede iistel fonksiyon
yontem fikrinin ¢ok basit ancak uygulamasindaki temel eksikligin, elde edilen tam
¢oziimlerin ¢ok hantal oldugunu ifade ettiler. Yontemin uygulamasiyla elde edilen bazi
tam ¢Ozlimlerin baska ¢oziimlere indirgenebilir oldugunu gosterdiler. Boylece yapilan bu
indirgenme ile esasinda yeni tam ¢oziimlerin bulunmadigini 6rneklerle ifade ettiler. Yani
bu yontemin uygulamasinda elde edilen tam ¢oziimlerin indirgenip indirgenmeyecegini

lyice arastirilmasinin gerektigini bildirdiler.

Bu tez calismasinda, istel fonksiyon yonteminin incelenmesi yapilarak, lineer
olmayan kismi tiirevli denklemlere uygulamasi verilmistir. ilk &nce Ji-Huan He’ nin
literatlire kazandirdigi tistel fonksiyon yontemi verilmis daha sonra ise bu Onerilen
yonteminin diger tam ¢0ziim yontemleriyle karsilastirilmas: ifade edilmistir. Ayrica
yontemin gelistirilen diger modifikasyonlar1 da incelenip, farkliliklar1 belirtilmistir. Ustel
fonksiyon yontemi sirasiyla Van der Walls denklemine ve kompleks katsayili Kundu

denklemine uygulanmistir. Ustel fonksiyon ydntemi igin hazirlanan algoritmalara gore



olusturulan kodlar Mathematica 10 paket programinda yazilmistir. Ele alinan
denklemlerin paket program yardimiyla hesaplanan ¢oziilmelerinin kontrolii yapilarak,
literatiirde bulunan ve bulunmayan tam ¢oziimler ifade edilmistir. Ayrica incelemesi
yapilan denklemlerin bulunan tiim tam ¢6ziimlerinin fiziksel davraniglarmin daha iyi

anlagsilabilmesi i¢in iki ve {li¢ boyutlu grafikleri ¢izilmistir.

Tezin ikinci bolimiinde kismi tiirevli denklemler igin genel bilgiler, temel tanimlar
ile bu denklemlerin ¢éziimleri igin kullanilan soliton ve ¢esitlerinden bahsedilmistir.
Ugiincii boliimiinde ise iistel fonksiyon ydntemi ve bu ydntemin diger yontemler ile
karsilastirilmast ayrintili olarak ifade edilmistir. Dordiincii boliimde {istel fonksiyon
yontemi Van der Walls denklemine ve kompleks katsayili Kundu denklemine
uygulanmistir. Sonug béliimde ise uygulanan yonteme gore bulunan tam ¢oziimlerin farkli
olup olmadig1 ele alinan denklemlerin diger yontemlerle elde edilen sonuglariyla
karsilastirilmas: yapilmistir. Ayrica bulunan tam c¢oziimlerin fiziksel davraniglarinin

degerlendirilmesi soliton kavramiyla irdelenmistir.



2. GENEL BILGILER

Dogada meydana gelen pek cok fiziksel olay matematiksel terimler kullanilarak
modellenebilmektedir. Bu modelleme ile ortaya c¢ikan denklemlerin ¢oziimlerinin elde
edilmesi bu fiziksel olaylarin anlasilmasina fayda saglamaktadir. Tezin bu kisminda tezde
kullanilacak kismi tiirevli diferansiyel denklemler ve gesitleri, adi diferansiyel denklem,

soliton ve gesitleri ile ilgili tanimlar ve bunlara ait 6zellikler ifade edilmistir.

2.1. Kismi Tiirevli Diferansiyel Denklemler

Kismi tiirevli diferansiyel denklem, X,y,z,...,t bagimsiz degiskenler ve bilinmeyen

fonksiyon ¢ =¢(x,y,z,...,t) olmak iizere

Q(Xl ya Za”'1tl¢1¢x1¢ya¢za'”1¢ta¢xxa¢yya¢zza“'1¢nl'”):O (2'1)
seklinde ifade edilir. Buradaki kismi tiirevler sirasiyla
o¢ o¢ o¢ o¢
= p ==L =L ="t 2.2
=0 Y b=5, %= (2.2)
o) o’p o’p o’p
¢xx:y’ ¢yy:§’ ¢zz:?’¢n:? (23)

biciminde tanimlidir. (2.1) deki gibi tanimlanan kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin
farkli siniflandirmalar mevcuttur. Bir denklemdeki en yiiksek mertebeden tiirev iceren
terimlerin lineer olmasi durumunda denklem yar lineer; eSer denklemdeki en yliksek
mertebeden tilirevli terimlerin katsayilari sadece bagimsiz degiskene ait fonksiyonlari ise,
bu takdirde denkleme hemen hemen lineer olarak isimlendirilir. Bu tanima gore yari lineer
denklem hemen hemen lineer denklemi, hemen hemen lineer denklem ise yari lineer
denklemi kapsamaktadir. Denklemleri bilinmeyen fonksiyon ve onun tiirevlerinin
katsayilarina gore sabit katsayili, degisken katsayili ve kompleks katsayili seklinde
smiflandirmak da miimkiindiir. Diger bir smiflandirma sekli ise ikinci mertebeden sabit

katsayili bir kismi tiirevli diferansiyel denklemin genel hali

A(X,Y)dy +B(X,Y)B, +C (X Y)d, +D(X,Y)B +E(X Y)d, +F (X y)$+G(x,y)=0
(2.4)

olmak iizere diskriminant fonksiyonu A(x,y)=B?(x,y)—4A(X,y)C(x,y) seklinde

tammlasin. Eger A(X,y)>0 ise (2.4) denklemine hiperbolik, A(x,y)=0 ise parabolik ve



A(x,y)<0 ise eliptik denklem olarak adlandirilir (Dénmez, 2020). Hiperbolik tip

denkleme Ornek olarak

u,—c’u, =0 (2.5)

dalga denklemini, parabolik tip denkleme 6rnek olarak
u, —ku, =0 (2.6)
1s1 denklemini, eliptik tip denkleme 6rnek olarak

u, +u, =0 (2.7)

Laplace denklemini verilebiliriz.

Eliptik tip denklemler; tanimlandiklar1 bélgede potansiyel(herhangi bir biiytikliigiin
siklig1) olarak adlandirilan biiyiikliigiin degisimini gosterirler. Potansiyele 6rnek olarak

sicaklik ve basing verilebilir.

Parabolik tip denklemlerde ise potansiyelin farkli durumlarinda gecerli olan
biiyiikliigiin ulasacagi son durum degerlerini gosterir. Bu duruma o6rnek olarak zamanla
degisim gosteren bagil 1s1 ve madde yayilmasi problemleri verilebilir. Buradaki
potansiyelin baslangic degerlerinden itibaren ulastigi son durum degerleri bize bir

parabolik denklemi tanimlar.

Hiperbolik tip denklemler; zamana bagli olmak iizere, bir ortam igerisinde yayilma
ve titresimler olarak fen ve miihendislik alanlarinda karsimiza ¢ikmaktadir. Genellik dalga
denklemi olarak adlandirilirlar. Dalga denklemi; aerodinamik, elastikiyet, akustik,
elektromanyetik, ses yayilmasi ve atom fizik teorisi konularinda esasen titresen yay
hareketinin modellenen halidir. Salinim halinde olan bir yay problemi, yapilarda bulunan
titresen bir mebran zar1 ve jel kivamindaki bir sivinin i¢inde asili halde bulunan

taneciklerin olusturdugu hareket problemi bu tarz denklemlere 6rnek olarak verilebilir.

Lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin genel ¢oziimlerini elde
etmek daima miimkiin olmayabilir. Denklemlerin ¢6ziimiinii bulabilmek i¢in uygulanacak
yontemlerin  se¢iminde denklemlerde bulunan bagimsiz degiskenlerin sayis1 ile
denklemlerin mertebesi onem arz eder. Bu durumlar g6z 6niinde bulunduruldugunda

denklemin ya tek ¢oziimii, ya sonsuz ¢oziimii ya da hi¢ ¢oziimii olmayabilir. Ayrica



denkleme ait biitiin ¢oziimlerin kapsanmadig1 genel bir ¢oziim olmayip, aykir1 ¢ézlimlerde

bulunabilir (Dénmez, 2020).

Yiiksek mertebeden lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin genel
¢Ozlimiiniin elde edilmesine olanak saglayan belirli bir yontemi mevcut degildir. Bu
sebeple herhangi bir ¢oziimiin denklemi saglamasi durumunda bu tarz ¢oziimlere tam
cozliimler denilmektedir. Literatiirde bu tam ¢dziimlerin bulunmasini saglayan ¢ok fazla
yontem vardir. Bu yontemler sayesinde elde edilen tam ¢dziimler soliton, kompakton, Kink,
periyodik ve kompleks ¢ozlimler olarak adlandirilmaktadirlar. Bu tarz ¢dziimlerin hepsini
bir arada veren tek bir yontem bulunmamaktadir. Bazi 6zel durumlar 6rnegin; birinci
mertebeden lineer olmayan kismi tiirevli denklemlerin genel ¢6ziimlerini Lagrange Charpit

yontemi sayesinde elde edebiliriz.

Ayrica uygulamali bilimlerde baslangi¢ veya sinir sartlar1 verilerek meydana
getirilen baslangic ve smir deger problemlerinin ¢odziimlerinin bulunmast en ¢ok

karsilasilan durumlardandir.

2.2. Solitonlar ve Cesitleri

Doga bilimlerinde karsilasilan dalga, boslukta veya maddenin etrafinda yayilan ve
siklikla enerjinin bir yerden baska bir yere tasinmasina izin veren titresimlerdir. Genelde
sabit bir konumda meydana gelen titresimler ile olusurlar ve zamanla belli bir ortamda
veya boslukta ilerleyip, bir dalga modelini veren denklemi meydana getirirler. Su
yiizeyinde riizgar etkisiyle olusan yiizey dalgalari, deprem sonucunda olusan enerjinin
etkisiyle meydana gelen uzun periyotlu deniz dalgalari(Tsunami) ve boslukta yayilan ses
dalgalar1 6rnek olarak verilebilir. Mekaniksel dalgalar ve elektromanyetik dalgalar olmak
tizere iki ¢esidi vardir. Mekanik dalgalar belli bir ortama ihtiyag duyar ve deformasyona
uygar iken elektromanyetik dalgalar ise ortama ihtiya¢ duymadan yayilirlar. Hava
molekiillerinin garpismasi sayesinde yayilan ses dalgalari bir mekanik dalgalara ornektir.
Yikli pargaciklarin olusturdugu manyetik alanlar sayesinde periyodik titresimler radyo

dalgalarini olusturur ki bu da elektromanyetik dalgalara bir 6rnektir.

Titresimler ile meydana gelen dalga sabit bir frekansa ve kendisinin boyuna bagli
olarak hareketini yapar. Herhangi bir dalganin karakteristigini frekansi, dalga boyu ve
genligi olusturur. Burada genligi salinimin siddeti, frekansi salimmim sikligi ve dalga

boyunu ise dalganin iki tepesi veya iki ¢ukuru arasindaki mesafe ifade eder. Dalga



hareketinin iki ¢esidi vardir. Bunlardan birincisi periyodik ikincisi ise periyodik
olmayandir. Periyodik dalgaya bir kemanin ¢ikardigi nota sesi, periyodik olmayan dalgaya
ise ani bir patlamayla meydana gelen ses 6rnek olarak verilebilir (Hirota, 2004)..

Dalgalar1 duran ve hareketli(ilerleyen) dalgalar olmak {izere smiflandirmak
miimkiindiir. Duran dalgalar; pozisyonlarini degistirmeyen, ortam hareketine ters hareket
yapan ve durgun bir ortamda ters yonlii hareket eden iki dalganin birlesmesiyle meydana
gelirler. Hareketli dalgalar ise madde taginmasinin olmadig1 bir ortamda sadece enerjinin
bir noktadan diger bir noktaya yayilmasiyla meydana gelirler. Herhangi bir ortamda
hareketli dalganin frekansi ile dalga boyu ters orantili bir sekilde yani frekans artarken

dalga boyu azalmaktadir. V dalganin hizini, 4 dalganin boyunu ve f dalganin frekansini

gostermek lizere
v="~fA4 (2.8)
bagint1 mevcuttur.

Sekil ve hizim1 degismeden koruyup, kendisini gii¢lendirerek yayilan tekil dalgalara
soliton adi verilir. Solitonlar herhangi bir etkiye maruz kaldiklarinda veya birbirleriyle
carpistiklarinda mevcut 6zelliklerini korurlar. Genellikle solitonlar lineer olmayan fiziksel
olaylarin modellenmesiyle olusturulan sistemlerin ¢oziimlerinde elde edilirler. Ozellikle
fiziksel olaylara karsilik gelen lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin
hareketli tam c¢oziimlerine anlam kazandirirlar. Ornegin kati hal fiziginde, plazma
fiziginde, norobiyolojide noéron sinyallerinde, miknatislardaki manyetik hareketlerde ve
optik 1sinlarinin ilerlemesinde karsilagtigimiz solitonlar gelisen teknolojiyle birlikte

kendisine farkli uygulama alanlart bulmaktadir.

Ilk kez 1834 yilinda Scott Russell tarafindan déniisiim(solitary) dalgalar
gozlemlenmistir. Laboratuvar ortaminda bu dalgalar1 tekrardan gérmek icin su tanklar
olusturmus, su tanklarmin uglarma agirlik birakarak solitary dalgalarini ve onlarin

Ozelliklerini detayl bir sekilde ifade etmistir (Hirota, 2004).



Dalgaboyu (A)

Dalga yuksekl
(Glg)

»

Zaman

Bir tam devir
(Frekans = | saniyedelo devir sayisi)

Sekil 2.1. Bir dalga modeli
Bu deneyler sonucunda herhangi bir ortamdaki solitonun v dalga hizini, ¢ su
dalgasinin genligini, h derinligini ve g yer ¢cekimini gostermek iizere

v=,/9(¢/+h) 2.9)

ifade edilmistir. Solitary dalgalar asla birlesmezdir. Bu sebeple farkli genliklere sahip olan
iki dalga birbirleriyle ¢arpistiktan sonra birlesen iki solitary dalga birbirlerinden ayrilarak
asil sekillerini koruyarak hareketlerine devam ederler. Bu durum normal dalgalarda
farklilhk gosterir. Iki normal dalga birbirleriyle ¢arpistiktan sonra ya diizlesirler ya da
dikleserek soniimlii bir hale gelirler. Ayrica yapilan deneyler sonucunda meydana gelen
dalgalarin lineer olmayan bir davramig gosterdikleri gozlemlenmistir (Hirota, 2004).
Russell’in yaptig1 deneylerin sonuglari herhangi bir teori ile birlestirilmemis ve deneysel
sonuglar1 lineer olmayan bir denklemin ¢6ziimiine karsilik getirilememistir. Sonraki
zamanlarda birgok arastirmaci, bir problemlerinin ¢oziimiine karsilik gelen solitary dalga

konusunu detayl olarak arastirdilar.

Hollandali matematik¢i Korteweg ve Ogrencisi de Vries 1895 yilinda ilk kez
sonradan KdV denklemi olarak adlandirilacak

¢ +69¢4, +4,, =0 (2.10)
denkleminin ¢6ziimii buldular. 7 dalga sayisini ifade etmek iizere,
#(x,t)=Sech? (7 (x—Vt)), v=20 =4 (2.11)

seklindeki ¢oziimiin bir solitary (tekil) dalgaya karsilik geldigini gosterdiler (Hirota, 2004).

S1g sularda meydana gelen dalgalarin siirekli olarak yayilmasii agiklayan model olarak
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KdV denklemi gelistirilmistir. Ayrica arastirmacilar, dalgalarin kararli olup olmadigi ile iKi

solitary dalganin birlesmesiyle bigimlerindeki degisiklikleri belirlemeye ¢aligmislardir.

Kruskal ve Zabusky 1965 yilinda, KdV denkleminin sonlu farklar yontemiyle
nimerik ¢6ziimlerini incelediklerinde iki dalganin ¢arpismasi sonrasinda yapilarini
koruduklarimi gézlemlemisler ve bu ¢esit dalgalara ilk kez soliton ismini verdiler (Hirota,
2004). Bu g¢alisma sayesinde soliton teorisinin temelleri atilarak, bu konuda yeni bir sayfa
actilar. Gardner ve ark. 1967 yilinda analitik bir yontem olan ters sagilma yontemini

gelistirilip, KdV denkleminin soliton ¢dztimlerini elde etmislerdir (Hirota, 2004).

Denklemlerin hem analitik hem de niimerik olarak ¢oziimlerinin elde edilmesi,
soliton teorisine ilgi ve alakay arttirmigtir. Bu konu {izerine yapilan galismalar neticesinde
radar, telekomiinikasyon ve iletisim sektorlerinde gibi bir¢ok alanda solitonlarla
karsilagilmaktadir. Ornegin soliton dalgalar iireten elektronik cihazlar gelistirilmektedir.
Bu sayede istenilen yere istenilen biiyiikliikte sinyaller, orijinalini koruyarak

ulastirilabilmektedir.
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3. YONTEM

Bu bolimde kismi tirevli diferansiyel denklemlerin analitik-cebirsel (tam)
¢Ozlimlerini elde etmek i¢in kullanilan iyi bilinen tekniklerden biri olan {istel fonksiyon
yonteminin detayli bir incelemesi verilmistir. Oncelikle matematiksel fizikte yiiksek
boyutlu lineer olmayan evrim denklemlerini sembolik hesaplama yardimiyla ¢dzmeyi
saglayan lstel fonksiyon yontemi ifade edilmistir. Daha sonra bu yontemin diger
yontemlerle karsilastirilmasi yapilarak, yontemin avantaj ve dezavantajlar1 belirtilmistir.
Ustel fonksiyon ydntemiyle bir¢ok arastirmaci ¢alismalar yapmis ve farkli lineer olmayan
diferansiyel denklemlerin tam (kesin) ¢oziimleri elde edilmistir (He ve Wu, 2006; He ve
Abdou, 2007; Zhang, 2007; Zhu, 2007; Dai vd., 2009; Borhanifar ve Kabir, 2009; Shi vd.,
2009).

3.1. Ustel Fonksiyon Yontemi

He tarafindan literatiire kazandirilan iistel fonksiyon yontemi; kismi tiirevli
diferansiyel denklemlerin tam ¢oziimlerinin elde edilmesini saglamaktadir. Bu yontem
lineer olmayan diferansiyel denklemlerin soliter ¢oztimleri, periyodik ¢6ziimleri ve
kompakton benzeri ¢oziimleri bulmak i¢in énerildi (He ve Wu, 2006). O yillarda ufuk agict
olan bu makale, bilim camiasinda 6nemli bir etki yaratt:. Ustel fonksiyonu ydntemi, daha
once ¢Oziimlerin sonlu sayida siradan fonksiyon icerecek sekilde ifade edilmediginden
birgok denklemin tam c¢oziimlerinin bulunmasina yardimci oldu. Sembolik hesaplama
kullanilarak, istel fonksiyon yonteminin matematiksel fizikte yiiksek boyutlu lineer
olmayan evrim denklemlerini ¢6zmek igin giiglii bir yontem oldugu gosterilmistir
(Navickas ve Ragulskis 2010). Ustel fonksiyonu ydntemi, sembolik hesaplama yardimiyla

dogrusal olmayan diferansiyel denklemlerin kesin ¢éztimlerini bulmak i¢in kullanilabilir.

Cesitli lineer olmayan diferansiyel denklemlerin yeni tam ¢éztimlerini bulunmasi
saglayan yontemleri aciklayan makalelerin gelecekte de yaymnlanmasi kuvvetle
muhtemeldir. Dogal bir soru, bir diferansiyel denklemin (adi veya kismi) tam ¢oziimiiniin
tistel fonksiyon yontemiyle bulunup bulunamayacagini belirleyen bir analitik kriterin olup

olmadigidir.

Bu kisimda, tistel fonksiyon yonteminin ¢6ziim algoritmas: detayli bir sekilde

belirtilmistir. Lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemi x,y,z,...,t bagimsiz

degiskenler olmak tizere
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(6.8, by by by S B) =0 (3.1)

kabul edelim. Burada ¢(X, Y, z,...,t) bilinmeyen fonksiyonu Q* da ¢(x,y,z,...,t) nm bir

polinom ifadesidir. (3.1) denkleminin hareketli dalga ¢6ziimlerini bulabilmek igin hareketli

dalga doniisimii uygulayarak, (3.1) denklemini lineer olmayan adi diferansiyel

denklemlere indirgenmesi yapilir. Bunun i¢in A (k=1,2,3,...,s) sabitler, Q’ da

#(X,y,z,...,t) nin bir polinomu ifadesi olmak iizere

(X, Y,2,...t)=4(0), O=AX+ALY+AZ+..+At (3.2)

hareketli dalga doniisiimii uygulanir. (3.1)’deki denkleme (3.2)’deki tanimlanan hareketli
dalga doniisiimii uygulandiginda ve denklemdeki yer alan kismi tiirevlerin karsiliklar:

sirastyla

3 _dg 20

op _dg o0 o¢ _dg 06
ox  do ox = b=

oy dooy o doa 0

¢x: _]‘1¢ ¢ -

o _dg o6 _ > 3 (o¢ , o’ _o(op)_ ., .
¢t ot do9(3t ¢ ¢xx_a _GX( j ﬂl¢ ¢xy 8y ax[ay] ﬂ’lﬂ'2¢’

_ P _ a¢ ] _ % _ ’

seklinde hesaplanir. (3.3) de hesaplanan bu tiirevler (3.1) denkleminde yerine yazildiginda
Y(p¢'¢"¢"...)=0 (3.4)

seklinde bir lineer olmayan adi diferansiyel denklem bulunur. (3.4) denklemi eger integre
edilebiliyorsa  @°ya gore integre edilir. Egen integre edilemiyorsa ¢(60) ¢6zim
fonksiyonunun belirlenmesi gerekir. (3.4) denkleminin ¢6ziim fonksiyonunu c,d, p,q

daha sonra belirlenecek tam sayilar ve a, ve b bilinmeyen katsayilar olmak tizere,
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d
Z ane(ng) (~c0) (do)
$(0) = = ae ™+ rae (35)

i b e™ b—pe(fpg) +---+aqe(q9)
m=—p

seklinde kabul edelim. Buradaki ¢ ve p degerlerini belirleyebilmek igin, (3.4)
denklemindeki en yiiksek mertebeden lineer terimi ile en yiiksek mertebeden lincer
olmayan terimle dengelemesi yapilir. Ornegin denklemde ¢"(0) ile ¢°(0)¢'(6)
terimlerinin oldugu varsayalim. Bu takdirde balans islemi i¢in ¢ (i=12,34,--)

katsayilar1 gostermek iizere

(7p+c)o (5p+3c)0
ce T ce T
¢m 0 =1—' ¢2 0 ¢I 9 e (3.6)
0= #0)0(0)= 5
olarak hesaplanir. Buna gore
¢"(0)~ ¢ (0)#'(9)
7p+c=5p+3c (3.7

p=c¢c
elde edilir. Benzer sekilde d ve q degerlerini belirleyebilmek igin, ayni islemler

tekrarlandiginda, d, (i=1,2,3,4,---)katsayilar1 gostermek iizere

_|_d e7(7q+d)g +d e—(5q+3d)9
"(09) = il ’ 2 0\ (6) = 3 38
¢ ( ) "'+d2e78q9 ¢ ( )¢( ) ...+d4€*8q9 ( )
bulunur. Buradan
¢Ilr(0)z¢2(9)¢l(e)
—-7q—d =-5g—-3d (3.9)

q=d
elde edilir. Eger sadelik i¢in p=c=1 ve g=d =1 olarak segilirse, bu takdirde (3.5)

¢oziim fonksiyonu

ae’+a,+ae’
0)=— 3.10
#(9) b,e’ +b, +be’ (3.10)

sekline doniisiir. (3.10) ¢6ziim fonksiyonuna gore (3.4) diferansiyel denkleminde yer alan

tiirevler sirasiyla
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e’ (agh, —bya,)+2e* (ab, —a b )+e* (b3 —ba,)
(b, +bye’ +be?)’

#(0)=

e’ (%, —a_byb_, ) +€* (b —byazh, +4ab’ —4a_b_b,)
+e¥ (3a,byb, —6b_jba, +3abeb_, )+e* (4ab’ +ab —4b_ba —ajyp )
+e% (a,b ~byba, )

n 9 —
#(9) (b, +bye’ +be? )

(3.11)

seklinde hesaplanir.

(3.11) ifadesindeki tiirevler incelendiginde, (3.10) ¢6ziim fonksiyonunda oldugu

gibi e? fonksiyonuna bagli bir polinom ifadesi oldugu goriilmektedir. (3.5) ifadesinde yer

alan c,d ve p, q sayilarini1 belirlenmesi igin (3.4) denklemindeki lineer olmayan yiiksek

dereceden terim ile en yiiksek mertebeden tiirev igeren terim arasinda dengeleme islemi

yapilir. Sonrasinda ¢oziim fonksiyonu i¢in gerekli olan c,d ve p,q sayilari arasinda
bagint1 belirlenir. Elde edilen (3.5) ¢6ziim fonksiyonuna gore (3.4) denklemindeki tiirevler

hesaplanip, yerine yazilirsa, e’ fonksiyonuna bagli olan bir polinom olusur. Bu polinom
sifir polinomu olarak kabul edilip, polinomdaki katsayilarin sifira esitlenmesi ile olusan

cebirsel denklem sisteminin ¢oziilmesi gerekir.

Olusan cebirsel denklem sistemi hazir paket programi yardimi ile herhangi ¢6ziim
algoritmasma gore ¢oziildiiglinde, bulunmasi gereken a ., b, ve A, (kzl, 2,3,...,8)
katsayilar1 elde edilir. Bulunan a, ve b, katsayilart (3.5) ¢6ziim fonksiyonunda yerine
yazilir. Buradan bulunan ¢(6) seklindeki ¢dziim fonksiyonuna (3.2) ifadesinde yer alan

hareketli dalga doniisiimii yerine yazildiginda, (3.1) kismi tiirevli diferansiyel denkleminin

hareketli dalga (tam) ¢oziimleri elde edilir.
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3.2. Ustel Fonksiyon Yonteminin Diger Yontemlerle Karsilastiriimasi
Ustel fonksiyonu y&nteminin diger ydntemlerle karsilastirilmasi sonrasinda,
yontemin dogrudan bir uygulamasinin elestirilere maruz kaldigi gozlemlenmistir. Bu

boliimde yontemin avantaj ve dezavantajlar1 ayrintili olarak belirtilmistir.

Tim lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemler ii¢ tipte incelenebilir
oldugunu biliyoruz. Ilk tiire tiim integrallenebilir denklemleri alabiliriz. Bu tarzdaki kismi
tirevli diferansiyel denklemler sonsuz sayida tam ¢oziime sahiptir. Bu tiire giren en bilinen
denklemler sirasiyla; Korteweg-de Vries denklemi, Sintis—Gordon denklemi, lineer
olmayan Schrdodinger denklemi, degistirilmis Korteweg-de Vries denklemi, Boussinesq
denklemi ve Kadomtsev-Petviashvili denklemleridir. Bu denklemler ic¢in Cauchy
problemleri, ters sacilma doniisiimii kullanilarak c¢oziilebilir. Ayrica Hirota yOntemi
dikkate almmarak bu denklemlerin solitary(tekil) dalga c¢oziimleri bulunabilir. Ustel
fonksiyon yontemi de bu denklemlere uygulanabilir ancak tistel fonksiyon yonteminden
elde edilen sonuglar ters sagilma doniisiimii ve Hirota yonteminden elde edilen sonuglardan

daha iyi olmadig1 goriilmektedir (Kudryashov ve Loguinova, 2009).

Tam ¢oziimleri olmayan lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemler ikinci
tip denklem smifina aittir. Bu tir denklemlerin pek ¢ok 6rnegi bulunmaktadir. Burada

Korteweg-de Vries denkleminin sadece basit bir genellestirilmis halini
¢ +60¢, + 4, +ap=0 (3.12)

verebiliriz. (3.12) seklindeki bu tiir denklemlerin tam ¢oziimlerini elde etmek igin herhangi

bir genel yontem bulunmamaktadir.

Bazi kesin ¢oziimleri bulunan tiim integrallenemeyen kismi tiirevli diferansiyel
denklemleri, tgiincii tip denklemlere ait alabiliriz. Kuramoto-Sivashinsky denklemi,
Ginzburg-Landau denklemi, Korteveg-de Vries—Burgers denklemi, Fisher denklemi,
Fitzhugh-Nagumo denklemi ve Burgers-Huxley denklemi bu tiirden en bilinen
denklemlerdir. Bu tiir denklemlerin kesin ¢6ziimlerini aramak igin bircok farkl
yontemimiz bulunmaktadir. Bu tarz denklemlerin tam ¢6ziimlerini elde etmek igin
gelistirilen yontemlerde biiyiik ilerleme kaydedildi. Bunlara 6rnek olarak tekil manifold
yontemi (Peng ve Krishnan, 2005), tanh fonksiyonu yontemi (Malfliet, 2004) ve en basit
denklem yontemini (Elgarayhi, 2008) verebiliriz. Bu yontemler lineer olmayan

integrallenebilir diferansiyel denklemlere de uygulanabilir. Goriilen baz1 eksiklikler oldugu
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igin, istel fonksiyonu yontemini Ji-Huan He Onermistir. Literatiir incelendiginde tgilincii
tipe giren diferansiyel denklemlerin tam ¢6ziimlerini elde etmek igin tek bir en iyi yontem
bulunmamaktadir. Ustel fonksiyon ydnteminin etkin bir sekilde uygulanmasi {igiincii tip

lineer olmayan diferansiyel denklemlere yapildigini diistiniilmektedir.

Ayrica bir diferansiyel denklemin tam ¢oziimlerinin sonlu sayida tistel fonksiyon
iceren bir bi¢imde ifade edilip edilemeyecegini belirleyen bir kriter olusturulmustur
(Navickas ve Ragulskis, 2009). Bu kriter, sembolik ¢arpimsal operator teknikleriyle
tiretilmis katsayilardan olusturulan Hankel matrisinin rank kavramima dayanmaktadir.
Ayrica denklemi ¢ézmeden bu Kriterin kullanilmasi, ¢6ziimiin yapisi hakkinda cevap

almamiza olanak tanimaktadir.

Gortildiigi gibi her diferansiyel denklem arastirmacisinin kendi deneyimi ve
yontemlere olan ilgisine gore gesitlik goriilmektedir. Ancak ele alinan yontemin segimi

lineer olmayan diferansiyel denklemin bigimine ve ¢dzliimiiniin kutbuna baglidir.
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4. BULGULAR

Bu boliimde Kundu denklemi ile Van Der Walls denkleminin genel hatlar1 verilmis,
denklemlerin tstel fonksiyon yontemi ile uygulamasi yapilmistir. Bu denklemlerin diger
yontemlerle elde edilen tam c¢oziimleri ile istel fonksiyon yoOntemiyle bulunan
¢oztimlerinin karsilastirilmasi verilmistir. Ayrica elde edilen tam ¢6ziimlerin iki ve ii¢

boyutlu grafikleri verilerek fiziksel davranislar arastirilmistir.
4.1. Van Der Walls Denklemine Ustel Fonksiyon Yénteminin Uygulamasi

Akiskanlagtirilmig graniiller maddenin modeli olan Van der Walls denklemi, insaat
miihendisligi, farmasétikler, endiistriyel uygulamalar ve jeofizikte kilit role sahip olan en
onemli lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemlerden biridir. Van der Walls
denklemi, endiistriyel uygulamalarda, ilag sanayisinde, ingaat miithendisliginde ve jeofizik
alanlarindaki uygulamalarda siklikla goriilmektedir. Van der Walls denkleminin en genel
gosterimi

O (TP 0P s |
5t2+8X2[8X2 776,[ ¢ 5¢J 0 (4.1)

seklindedir (Bibi vd., 2018; Lu vd., 2017). Burada ¢, kritik ortalama dikey yogunluga

diizeltmeyi yansitan alani tanimlar. X, graniiller sistemin yatay yoniinii ifade etmektedir.

gve n sirastyla catallanma parametresi ve etkin viskoziteyi gostermektedir. (4.1)

denklemine {istel fonksiyon yontemini uygulamak igin ilk Once hareketli dalga

dontigiimiini
d(x, t)=9(&), E=kx—at (4.2)
uygulayalim. ¢ = ¢(§) : % =¢" olmak iizere, (4.1) denklemi
P+ onk?g" 3K (24 — kg +ku) =0 (4.3)

seklinde lineer olmayan 4. mertebeden bir adi diferansiyel denklem indirgenir. (4.3)
denklemi integre edilebilir oldugundan, integrasyon sabitini sifir kabul edilerek iki kez &

ye gore integrali alindiginda
a)z — &k ? " "
(—kz j¢—¢3+77a)¢ +k%*¢"=0 (4.4)
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elde edilir. Ustel fonksiyon ydntemine gore (3.5) ¢dziim fonksiyonunu (4.4) denkleminin

¢Oziimi olarak kabul edelim. Coziim fonksiyonunda bulunan c,d,p,q sayilarini
bulabilmek i¢in yonteme goére balans isleminin uygulanmasi gerekir. Balans islemi elde

edilen (4.4) denkleminde yer alan en yiiksek mertebeden tiirev iceren @" terimi ile en
yiiksek dereceden lineer olmayan ¢° terimleri arasinda ydntemde tanitildigi gibi yapulir.

C, (i =12,3,4,-- ) katsayilar1 gostermek lizere

3p+c)o p+3c)0
#(0)= % #(0)- Ci(eztpe):_” “s)
olarak hesaplanir. Buna gore
#"(0)~¢°(0)
3p+c=p+3c (4.6)
p=cC
olarak belirlenir. Benzer seklinde d, (i =123, 4,~~-) katsayilar1 gostermek lizere
~(3q+d)0 ~(a+3d)0
¢”(0) 4 “:ffi;lqg) R (9) b, ”:ffi;“qe) @7
bulunur. Buradan
¢ (6)~4°(9)
-3g—-d=—-q-3d (4.8)

q=d
elde edilir. Eger sadelik igin p=c=1 ve q=d =1 olarak se¢ildiginde, bu takdirde (3.5)
¢oziim fonksiyonu

_ae’+a,+ae’
#(9) b,e’ +b, +be’

(4.9)

olarak belirlenir. (4.4) denkleminde yer alan ¢" ve ¢° terimleri (4.9) ¢6ziim fonksiyonuna

gore

18



¢3(0):(ale +a,+a,e j

b.e”’+b,+be’
e’ (%, —a_byb_, ) +€* (ab —byash, +4ab’ —4a_b b, )
+e¥ (3a,byb, —6b_jba, +3abyb ) +e" (4a b’ +ab —4b_ba —ajp )
+e ()b —bybya, )

n 9 —
#(9) (b, +bye’ +be? )

(4.10)

seklinde hesaplandiktan sonra (4.4) denkleminde yerine yazilirsa, ¢(9) fonksiyonuna

bagli bir polinom ifadesi elde edilir. Bu polinom sifir polinomu olarak kabul edilip, bu
polinomun katsayilari sifira esitlenmesiyle bir cebirsel denklem sistemi olusur. Bu cebirsel
denklem sistemi Mathematica paket programi ile ilgili algoritmalara gore ¢oziildiigiinde

a,a,a,b,,b,b ve ko katsayillar1 bulunur. Bu bulunan katsayilar (4.9) ¢oziim

fonksiyonunda yerine yazildiginda (4.1) denkleminin asagidaki durumlarda tam ¢6ziimleri

elde edilmistir.

1. Durum:
aozik,/belbl, a,=b, =0, aﬁlz—\/fkbfl, b,=b,, b=h, w=K\2Kk?* +& (4.11)

elde edilen katsayilar i¢in (4.9) ¢6ziim fonksiyonu

ae+a,
0)=—">———2 4,12
40)= @12
seklindedir. (4.12) ¢6ziim fonksiyonu i¢in & =K (X +2k% + St) olmak tizere
¢ (X t) B _\/Ekb_lei(k()wxhkzhst)) N |k 2b_lb1 (4 13)
1A bile—(k(thzkﬂat)] N blek(x+x/2k2+gt)

olarak elde edilir.
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Sekil 4.1. (4.13) denklemindeki ¢oziimin k=2, £=1b, =10 =1 degerleri i¢in reel

kisminin ii¢ ve iki boyutlu grafik gdésterimi.

2. Durum:

a, =2\2kb, a,=b, =a, =0, b =h, b, =b,, o=k8k’+e (4.14)

bulunan katsayilar igin (4.9) ¢6ziim fonksiyonu

e”
¢, (6,)= ey e_?)j he® (4.15)
L

formundadir. (4.15) ¢6ziim fonksiyonu i¢in 6, = k(X+ 8k* +gt) olmak {izere

(x+xﬁ8k2+et)
k(x+\ﬂ8k2+5t)

2\2kbe"

¢ (xt)= >
b_le_(k(”mtn

(4.16)

+be

olarak yazilir.

-0 a qd 20

Sekil 4.2. (4.16) denklemindeki ¢oziimin k=2, £=3,b,=1 b =1 degerleri i¢in reel

kisminin ti¢ ve iki boyutlu grafik gdsterimi.

3. Durum:
a,=22kb,, a,=a =b, =0, b, =b,, b=h, o=k8k’+e (4.17)
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hesaplanan katsayilar i¢in (4.9) ¢6ziim fonksiyonu

#,(6,)= _ae” : (4.18)
’ be ™ +he”
seklindedir. (4.18) ¢oziim fonksiyonu
) ﬁkb—le—(k(x+\}8kz+st)j tis
¢3(X’t) B k(x+\/8k2+gt) (419)
+0e

0.00006

]O4ﬂ

0.
0.0007

T
o

T

Sekil 4.3. (4.19) denklemindeki ¢oziimiin k = i\/z, e=3,b,=1Db =1 degerleri i¢in reel

BT

kisminin ti¢ ve iki boyutlu grafik gdsterimi.

4. Durum:

a, =—iky2b b, 3 =—/2kb, a,=h,=0, , b,=b,, b=h, o=kJ2k’+&  (4.20)

bulunan katsayilar i¢in (4.9) ¢6ziim fonksiyonu

+aet
& (el)zﬁ. (4.21)

formundadir. (4.21) ¢6ziim fonksiyonu

_\/Ekblek(x+\f2k2+st)_ik 2b_1bl

(4.22)
—(k(x+mt)j k(x+Mt)

¢, (x.1) =

b e +be

olarak bulunur.
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Sekil 4.4. (4.22) denkleminde k=3i, 6 =-3,b, =1 b =i degerleri igin sanal kisminin {ig
ve iki boyutlu grafik gdsterimi.

5. Durum:

 bk(b+ b -4b.p)

8, = ky[by/b? —4b_b, +b2—4b b, & = ,a,=0,
by b2 —4b_b, +bZ —2b b,
b,=b,, b=h, b=h, o=ky2k*+¢ (4.23)
elde edilen katsayilar i¢in (4.9) ¢6ziim fonksiyonu
3, +ae”
% (6)= (4.24)

" b,e®+b,+he?’

sklindedir.  (4.24)  cozim  fonksiyonu D =ky/byybZ —4b,b, +b —4b b ve

bk by +bf —4b_

E= olmak tizere
by b2 —4b_b, +b2 —2b b,
k(x+~i2k2+et)
D+Ee
i (xt) = s o (4.29)
b_le—(k(x+ 2k +gt)) + bo + blek(x+ 2k +et)
seklindedir.
6. Durum:
b k(b +«/b2—4b,
8, = kb b —4b_b, +bZ —4b_b;, a, = —— (o5 .5) .8, =0,
by b2 4D +bZ 2 b,
b,=b,, b=h, b=h, o=kJ2k>+e (4.26)
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hesaplanan katsayilar i¢in (4.9) ¢6ziim fonksiyonu

-6
¢6((91)_ a,e " +a,

= , 4.27
b,e*+b,+be* 4.27)

seklindedir.  (4.27)  ¢oziim  fonksiyonu D= k\/ byy/b5 —4b_b, +b¢ —4b b, ve

bk (b, +of ~4b_b

F = olmak tizere
N
—k(x+»\l2k2+st)
D+Fe
4 (X,t)= 2 2 (4.28)
3 b_le_[k(x+\/m<:m)) b+ blek(x+\/2k +st)

olarak elde edilir.

-20 -10 10 20

Sekil 4.5. (4.28) denkleminde k =i2, £=-3, b,=1Db =-1b,=1 degerleri igin sanal

kisminin ii¢ ve iki boyutlu grafik gdsterimi.

Eger balans prosediiriinde p=c=2 ve q=d =2 olarak se¢ildiginde, bu takdirde
(3.5) ¢oziim fonksiyonu

$(0)= a,e?’+ae’+a,+ae’+a,e”
be?’ +b_ e’ +b,+be’ +b,e*’

(4.29)

olarak sekillenir. Ayni prosediir (4.29) ¢oziim fonksiyonuna gore uygulanir ve (4.1)
denklemin farkli tam ¢6ziimleri belirlenebilir. Boylece (4.1) Van der Walls denkleminin

diger soliton ¢éziimlerini bulmamiz miimkiin olabilir.

Van der Walls denkleminin uygulanan yonteme goére elde edilen tam ¢o6ziimleri
incelendiginde; literatiirdeki Bibi vd., 2018 ve Lu vd., 2017 makalelerindeki tam ¢oziimleri
ile benzerlik gostermemektedir. Buda tez ¢alismamizda cle aldigimiz yontem ile bu

denklemin literatiirde yer almayan tam ¢oziimlerin elde edildigini gostermektedir. Ayrica
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elde edilen tam c¢oziimlerin Van der Walls denklemini saglayip saglamadigi kontrol
edilmistir. Bu denkleme gore elde edilen tam ¢oziimlerin uygun katsayilari degerlerine

gore ¢izilen iki ve li¢ boyutlu grafikler Sekil 4.1- Sekil 4.5 de gosterilmistir.

4.2. Kundu-Eckhaus Denklemine Ustel Fonksiyon Yénteminin Uygulamasi

Bu kisimda, solitonlarin optik fiberler kullanarak yayilmasini saglayan ve alternatif
bir model olan kompleks katsayili lineer olmayan Kundu-Eckhaus denklemi
incelenecektir. Bu denklem optik soliton yayilim dinamiklerine genellestirilmis bir bakis
acis1 saglayan gercek degerli katsayilarla ifade edilen bir denklemdir. Lineer olmayan
Schrodinger denklem sinifi igindeki bu denklem, Kerr ortaminda optik soliton yayimini
modelleyen temel bir modeldir. Optik fiber iletisim sistemlerinde ultra kisa optik darbeler
tiretmek i¢in gelen 1s1k alanimin biiyikligiiniin ayarlanmast gerekir. Kundu-Eckhaus

denkleminin en genel hali

.0q _0°q 0
|E+a§+b|q|4q+c&(|q|4)q=0 (4.30)

olarak ifade edilir. seklindedir (Mirzazadeh vd., 2018; Kundu, 1984; Guzman vd., 2015).

(4.30)'da, iki bagimsiz degisken olan x ve t sirasiyla uzaysal ve zamansal degiskenleri
gostermektedir. Bagimli degisken olan q(x,t) kompleks degerli bir solitonun darbe
profilini temsil etmektedir. (4.30)’daki birinci terim, lineer olmayan dalganin zamansal
evrimi ile ilgiliyken, gercek degerli a, b ve c sabitleri sirastyla grup hiz dagilimim besli
lineer olmayanlar1 ve lineer olmayan etkiyi gostermektedir.

Literatiir incelendiginde Kundu-Eckhaus denkleminin 6zel halleri genellestirilmis
Kudryashov yontemi (Arnous ve Mirzazadeh, 2016), genisletilmis deneme denklemi

yontemi (Baskonus ve Bulut, 2015) gibi yontemler kullanilarak tam ¢oziimler arastirildigi

goriilmiistiir.

Tezin bu boliiminde Kundu-Eckhaus denklemine iistel fonksiyon yontemi
uygulanmistir. Bu denklemin en genel hali igin hareketli dalga doniisimii x soliton

frekansi, @ solitonun dalga numarasi ve 6, faz sabitini gostermek ilizere
q(xt)=/h(s)e"™, s=k(x+2axt), ®(x,t)=—xx+at+6, (4.31)
olarak segilip uygulandiginda (4.30) denklemi
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2ak?h(s)h"(s)+4ckh?(s)h'(s) - ak? (W'(s))  —4(w+ax?)h? (s)+4bh* (s)=0  (4.32)

seklinde ikinci mertebeden bir adi diferansiyel denkleme doniisiir. (4.32) denklemine fistel
fonksiyon yontemi uygulandiginda (3.5) ¢6ziim fonksiyonunu denkleminin ¢6ziimii olarak

kabul edelim. Coziim fonksiyonunda yer alan c,d, p,q sayilarini belirlemek i¢in yonteme
has balans islemi uygulanmalidir. Balans islemi; (4.32) denkleminde yer alan en yiiksek
mertebeden tiirev iceren hh" terimi ile en yiiksek dereceden lineer olmayan h* terimleri

arasinda yapilir. ¢; (i =1,2,3,4,---) katsayilar1 ifade etmek iizere

4p+c)s p+4c)s
P’ (s) = —°1§2‘eip3:j.“ )= e (4.33)
seklinde hesaplanir. Buradan
hh"(s)~h*(s)
dp+c=p+4c (4.34)
p=cC
olarak elde edilir. Benzer seklinde d, (i =12,34,-- ) katsayilar olmak tizere
~(4g+d)s ~(q+4d)s
hh"(s):%, h4(s)=% (4.35)
olarak yazilir ve buradan
hh"(s)~h*(s)
—-4q—-d =—-q—-4d (4.36)

g=d

bulunur. Burada ilk 6nce p=c=1 ve q=d =1 degerleri i¢in (3.5) ¢dziim fonksiyonu

h(s)= 2 * B Tae (4.37)
b.,e” +b,+be’

olarak belirlenir. (4.32) denkleminde yer alan h", h" ve h* terimleri (4.37) ¢oziim

fonksiyonuna gore hesaplandiginda

h* (s) = a.e’ " +a,+ae’ )
b.e™ +b, +be’

(s) = e*(ab, —aby)+e* (ab,—24a b )+e* (ab,—a.h) (4.38)
(b, +bye* +be?)’
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e* (a0 —a b, )+e” (b —byasb, +4ab’ —4a b b )
+e™ (3a_ o, —6b_ba, +3abyb ) +e* (4a_b? +abg —4b ba —ahb)
+e (aybf ~byba )

h"(s)=

(b, +be* +be®)

olarak bulunur. Daha sonra hesaplanan degerler (4.32) denkleminde yerine yazilirsa, h(S)

fonksiyonuna bagli bir polinom denklemi elde edilir. Eger bu polinom sifir polinomu
olarak kabul edilirse, bu takdirde sifir polinomunun katsayilari sifira esitlenerek bir
cebirsel denklem sistemine doniisiir. Elde edilen cebirsel denklem sistemi Mathematica

paket programiyla ¢oziildiiginde a ,,a,,a,b ,,b,,b ve Kk, @k katsayilari elde edilmis

olur. Bu katsayilar (4.37) ¢oziim fonksiyonunda yerine yazilirsa ve (4.31)’de belirtilen
hareketli dalga dontisiimiinde yerine konulursa (4.30) denkleminin asagidaki durumlardaki

tam ¢oziimleri bulunur.

1. Durum:
ab, ajb ba’ 2 —4ba
= , :01a =a , b:— . = ,b :b , =, L ,k: 4.39
QG =a, & L =dg b 4 + a, b=b,b,=b, @ b_zl b cb ( )
bulunan katsayilar i¢in (4.37) ¢6ziim fonksiyonu
]
§)=—"-—"2"—, 4.40
n(s) ab +a_be* (4.40)
—4ba
seklindedir. ~ (4.40) ¢bziim  fonksiyonuna  gdre S = s =+ (x+2akt) ve
-1
ba2 CZ](Z
D, (X,t)=—xX+ L ——— |t+ 68, olmak lizere
(1) [ b>  4b ’
i[—z«x+{lmz1—czl(z Jt+6 ]
a b2, 4b | °
0 (x.t) = e " (4.41)
ab, +a_be

olarak bulunur.

26



10

05

|
B
|
B
|
£

-1

o

)

Sekil 4.6. (4.41) denklemindeki ¢oziimin b, =2, a,=-3 xk=b=c=b =a,=1 ve

6,=0, a, =3,a =7 degerleri i¢in reel kisminn ii¢ ve iki boyutlu grafik gosterimi.

2. Durum:
b ba’ c’x* 4b
a,=a, a=a, a,=0, b :%+%bl, b =h,b,=h,, w:bifl_ o k :c_t? (4.42)
elde edilen katsayilar i¢in (4.37) ¢6ziim fonksiyonu
hy(s,)=—2& 443
o) ah, +ab e (443
seklindedir. ~ (4.43)  ¢oziim  fonksiyonuna  gére S, = Af—blal (x+2axt) e
b 2 2.2
D, (X,t)=—&X+ %—C—K t+0, olmak iizere
b* 4
i[—xx+[miz—czkzjt+6 J
b2 4b 0
% (X’t) B aoal‘mal(xﬂal(t) ° l (444)
agh +abe

elde edilir.
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Sekil 4.7. (4.44) denklemindeki ¢ozimin b,=-1 a =x=2b=c=a,=1 ve

a=13,6,=0, b =3 degerleri i¢in reel kisminin ii¢ ve iki boyutlu grafik gésterimi.

3. Durum:

2 2|2 2
ab, b():\/4a1 L L VWL

=% 8=2 a;=— . o

hesaplanan katsayilar i¢in (4.37) ¢6ziim fonksiyonu

by
hy(s,)= , (4.46)
3 b 1e—53 + bless + \/4a12 b.l.b—l + agblz
i &

2b
bigimindedir.  (4.46) ¢6ziim  fonksiyonuna  gore Sy = C_b? ( X+ ZaK‘t) ve

ba’ i}
D, (X,t)=—KX+ ?t +6, olmak iizere

1

2bay 2bay
—L(x+2axt) ——(x+2axt)
a +ae ® _aile o i[—xx-*—ﬁ'w@o]
Qs (X,t) = — — e : (4.47)
~22% (x4 2axt) % (x4 2axt) 4a2bb . +a’h?
\ b_le cby +ble cby +\j a1 bl -1 aObl
&

seklinde bulunur.
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Sekil 4.8. (4.47) denklemindeki ¢oziimin @ =x=2,b=Cc=a,=b,=1 ve

a=13,6,=0, b =3 degerleri i¢in reel kisminin ii¢ ve iki boyutlu grafik gésterimi.

4. Durum:
_a,-0,=0,8-a, b=, b,=b, o=02 K 23 (4.48)
a, _1 — Mo y 8 =4, M =M, bf a0 Cbl
bulunan katsayilar i¢in (4.37) ¢6ziim fonksiyonu
a1e253
hy(sy)=r—""— (4.49)

b, +he®’

seklini alir. (4.49) ¢6ziim fonksiyonu

6, (xt)= aiemlj::m At (4.50)
b, +he®
U
) Ty ‘VA X
TR

Sekil 4.9. (4.50) denkleminde a, =b,=2,b=c=1x=3 ve a=1,6,=0, b, =3 degerleri

i¢in reel kisminin ti¢ ve iki boyutlu grafik gosterimi.
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5. Durum:

ba’  c2? —2ba
a0:a1:b :O, a_ :a_, blzbl’ b_ :b_’ = = s k: -1 (4.51)
° P P b>  4b ch,

-1

hesaplanan katsayilar degerleri i¢in (4.37) ¢6zlim fonksiyonu

a
h.(s,)=———, 451
5 ( 4) b_l + b1e254 ( )
—2ba
seklindedir. (4.51) ¢6ziim fonksiyonuna gbére S, = o L (X + 2azd) olmak iizere
-1
i[—xx+[t)a21—czkz Jt 6]
a b2, 4b | 0
s (x,t)= &(Maﬂ)e = (4.52)
b, +be ®=

olarak tam ¢6ziim elde edilmis olur.

olarak elde edilir.

-10

Sekil 4.10. (4.52) denkleminde a,=b =i,b,=2,b=c=1x=4 ve a=1,6,=0
degerleri i¢in sanal kisminin ii¢ ve iki boyutlu grafik gosterimi.

Kompleks katsayili Kundu-Eckhaus denkleminin bulunan tiim tam ¢éztimleri igin literatiir
taramasi yapildiginda elde edilen (4.41) ve (4.44) tam ¢Oziimlerinin Mirzazadeh’in
Riccati—Bernoulli alt adi denklem yontemiyle elde ettigi (18) ve (19) ¢6ziimlerle benzerlik
gosterdigi tespit edilmistir. Ustel fonksiyon yontemiyle elde edilen diger tam ¢dziimler ise
literatiirde bulunmayan ¢oéziimler olup, bunlarin ele alinan denklemin yeni tam ¢dziimleri
oldugunu ifade edebiliriz. Ayrica tistel fonksiyon yontemiyle elde edilen biitiin tam
¢oziimlerin en genel haldeki kompleks katsayili Kundu-Eckhaus denklemini sagladig:
tespit edilmistir. Bu denklemin bulunan tam ¢dzlimlerine ait iki ve ii¢ boyutlu grafikleri

Sekil 4.6- Sekil 4.10 da gosterilmistir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tez c¢alismasinda kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin analitik-cebirsel (tam)
¢oziimlerinin elde edilmesini saglayan, literatiirde olduk¢a fazla uygulamasi ve etkin bir
yontem olan iistel fonksiyon yontemi incelenmistir. Uygulamasi yapilan bu yontemin farkl
tam ¢oziimleri elde edilirken oldukga dikkatli olunmasi gerektigi bildigimiz icin elde
edilen sonuglarin diger sonuclarla karsilastirilmasina bakilmistir. Diger yandan elde edilen
tam ¢Oziimlerin baska formlara doniistip donlismedigi de incelenmistir. Elde edilen yeni ve
farkli tam ¢oziimlerle incelenen denklemlerin fiziksel davranislarinin anlasilmas: ve diger
caligmalara 6rnek teskil edecegi diisiiniilmektedir. Uygulanan iistel fonksiyon yonteminin
literatlirde var olan tam ¢oziim yontemlerine gore olduke¢a avantajli oldugu durumlar tespit
edilmistir. Ayrica yontemin bazi denklem siniflarina uygulanirken hatali sonuglar verdigi
de tespit edilmistir. Yonteme gore (3.10) ¢6ziim fonksiyonu lineer olmayan diferansiyel
denklemlerin ¢6ziim fonksiyonu olarak kabul edilmis ve yontemdeki sabit sayilara gore

¢oziim fonksiyonunun geligmesinin miimkiin oldugu goriilmiistiir.

Onerilen (3.10) fonksiyonunun terimlerinin olusmasi, lineer olmayan diferansiyel
denklemlerde yerine yazilmasindan evvel ve gereken katsayilarmin belirlenmesi adima
balans isleminin yonteme gore tespit edilmesi ¢ok Onemlidir. Yapilan balans islemi

sonucunda p,Cc ve q,d sayilarinin belirlenmesi sayesinde ¢oziim fonksiyonunun g¢ok

farkl olarak segilebilecegi goriilmiistiir. Daha sonra belirlenen degerlere gore yeni ¢oziim

fonksiyon siniflari olusturulur. Bunlarin hepsi istel fonksiyonlarin polinomlari seklindedir.

Ustel fonksiyon yontemi Van der Walls denklemi ve kompleks katsayili Kundu-
Eckhaus denklemlerine uygulanmis ve elde edilen tam c¢oziimlerin literatiirdeki

cozlimlerden farkli ve yeni tam ¢oziimler oldugu tespit edilmistir.

Elde edilen ¢oziimlerin soliton teorisinde yer alan hareketli dalga cesitlerine
karsilik geldigi sOylenebilir. Farkli soliton c¢esitlerine karsilik gelen bu tam ¢dziimlerin
dogadaki hangi fiziksel mekanizmalara benzedigini anlayabilmek i¢in, elde edilen yeni tam
cozlimlerin iki ve {i¢ boyutlu grafikleri seg¢ilen farkli katsayilara gore paket program
yardimiyla ¢izilmistir. Bu sayede farkli tam ¢oziimlerin fiziksel davraniglarinin
anlasilmasma ve bunlar hakkinda ayrintili bilgi sahibi olunmustur. Istenilirse bu
katsayilarin degistirilmesiyle, farkli fiziksel davranig gosterip gostermedikleri diger bilim
insanlar1 tarafindan incelenebilir. Cizdigimiz grafikler bakildiginda tam ¢o6ziim

fonksiyonlarmin farkli solitonlara karsilik geldigi goriilmustiir. Bunlar karanlik, aydmlik
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tekil solitonlar olarak 6zetlenebilir. Literatiire bakildiginda ise farkli solitonlarin da 6rnegin
kompakton, nematikon ve oskilon gibi farkli birgok soliton g¢esidin bir arada oldugu
goriilebilir. Biz burada sadece fiziksel davranislarii gdstermeye calistik. Istenilirse elde
edilen tam ¢6ziimlerin hangi soliton ¢esidine ait oldugu belirlenebilir. Boylece, anlamli ve
hangi olaylarin sonug¢larmin oldugu daha iyi ifade edilebilir. Eger (3.10) ¢6ziim
fonksiyonun daha farkli durumlart olusturulursa, bu takdirde diferansiyel denklemlerin
daha farkli ve genel ¢6ziim fonksiyon smiflarinin elde edilebilecegini ifade edebiliriz.

sOyleyebiliriz. Bu da iistel fonksiyon yontemin daha da gelistirilebilecegi gostermektedir.
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