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ONSOZ

Kesirsel tiirev igeren kismi diferansiyel denklemlerin analitik ¢oziimlerinin
bulunmasi son zamanlarda uygulamali matematik alaninda ¢alisan bir¢ok bilim insaninin
ilgi odagi olmustur. Kesirsel tiirev igeren kismi diferansiyel denklemler birgok fiziksel
olayin modellenmesiyle elde edilmekte olup, bu denklemlerin analitik ¢dziimlerinin

bulunmasina olanak saglayan gesitli yontemler bulunmaktadir.

Bu c¢aligmada Kesirsel tiirev igeren kismi diferansiyel denklemlerin tam
¢oziimlerinin bulunmasini hedefleyen Wang ve ark. tarafindan 2008 yilinda literatiire
sunulan etkin yontemlerden olan G'/G yo6ntemi incelendi. Bu yontemi farkli ve yeni bir

versiyonlar1 mevcut olup, yeni versiyon genellestirilmis G’/ G yontemi ele alindi.
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1.GIRIS
Yasam bilimleri ve mihendislik alanlarinda karsilagilan fiziksel olaylarin
matematiksel modeller ile detayli olarak incelenmesi hem uygulamali hem de teorik
bilimlerin arastirma konularindandir. Matematiksel modeller adi, kismi ve diferansiyel
denklem sistemleriyle olusturulur. Olusturulan bir modelin ¢6ziimiinii analitik veya
nimerik olarak bulmak 0 modelin ifade ettigi fiziksel olaylarin anlasilabilmesi ve

yorumlanabilmesini saglar.

Uygulamali bilim alanlarindaki karsilasilan problemlerin modellenmesi neticesinde
genellikle lineer olmayan kesirli tiirevli diferansiyel denklemler bulunur. Bu sebeple lineer
olmayan kesirli tiirevli diferansiyel denklemlerin analitik ¢éziimlerinin bulunmasi olduk¢a
onemlidir. Gelistirilen analitik yontemler sayesinde kesirli tiirevli diferansiyel
denklemlerin tam ¢oziimleri bulunmustur. Bdylece fiziksel olaylarin anlasilabilmesi ve

yorumlanmasi daha kolay hale gelmistir.

Dogada olusan fiziksel olaylar dinamik, miihendislik, fizik, kimya, biyoloji, sinyal
isleme, siirekli ortam mekanigi, kontrol teorisi gibi bircok uygulamali bilimde genis yer
bulur. Bunlar1 6rneklendirmek istersek, atmosfer disi roketlerin hareketleri, uydularin
yorlingeye oturmasi, DNA’nin yapisal bozulmasi sonucu olusan genomik kararsizlik ve
kanserin tespiti, derin ve s1g sulardaki yiizey dalga hareketleri ve radyoaktif maddelerin
parcalanmasit sonucu bozulma verilebilir. Bu matematiksel problemler ¢ogunlukla lineer
olmadig1 igin bunlarin modellenmesi neticesinde lineer olmayan kesirli tiirevli denklemler
bulunmaktadir. Bu modellemeler ile meydana gelen kesirli tirevli diferansiyel
denklemlerin analitik ¢oziimleri(tam ¢6ziim) ile niimerik ¢6ziimleri bulunmaya
calisilmaktadir. Lineer olmayan(non-lineer) ile lineer denklemlerin ¢6ziim algoritmalari
birbirinden farklidir. Lineer denklemler igin farkli iki ¢Oziimiin birlesimi ile olusan
¢Ozlimiin bulunma islemine st iiste bindirme kurali denir. Bu kural gegerli lineer olmayan
denklemler i¢in uygun degildir. Bu nedenle lineer olmayan denklemlerin ¢oziimlerinin
bulunmasinda siniflandirilma ile integre edilip edilmemesi uygulanabilecek yontemler

agisindan énemlidir.

Kesirli mertebe kavrami, ilk kez 1695 yilinda {inlii matematik¢i L’Hospital’in
diferansiyel ve tiirev kavramlarini ortaya atan ilk kisi olan Leibniz’e yazdigi mektupta 1/2 .
mertebeden tiirevin anlamini sormasiyla baglamistir. Leibniz’in yaniti: ‘‘Bu durum su anda

bir paradoks gibi goziikse de bir giin ¢cok kullanislt sonuglar ortaya ¢ikacak.”” seklinde
1



olmustur. Daha sonraki yillarda keyfi mertebeli tiirev ve integral isimlendirilmesinin daha
dogru bir isimlendirme olmasi diisiiniilse de L’Hospital’dan bu giine kadar kesirli mertebe

isimlendirmesi ile gelmistir.

300 yildan fazla bir zamandan beri arastirilan kesirli mertebe kavraminin farkli
bilim dallarindaki uygulanabilirligi ve bunun sonucunda elde edilen sonuglarin 6nemi
giderek artmistir. Kesirli tiirevli diferansiyel denklemin o6zellikle miihendislik ve fizik
alanlar basta olmak tizere biyoloji, kimya, tip, eczacilik, psikoloji, ekonomi, istatistik ve
doga bilimleri gibi alanlarda uygulamalar1 bulunmaktadir. Bu uygulama alanlarina 6rnek
olarak akigkanlarin hareketleri, deprem titresim hareketleri, viskoelastik maddelerin stinme
ve gevseme hareketleri, akustik ses titresimlerinin yayilma hareketleri(Nataraj 2010). Bu
ve farkli konular tizerine arastirmalar hizli bir sekilde devam etmekte ve bunun neticesinde
yeni uygulama alanlar1 6rnegin insanlarin duygusal siire¢lerinin yorumlanmasinda da

kullanilmaktadir.

Kesirli tiirevli diferansiyel, tiirev ve integralin tam olmayan (keyfi) mertebelere
genisletilmis bir halidir. Kesirli diferansiyel denklem ¢6ziimlerini elde etmek igin kesirsel
tiirev ve kesirsel integral hesaplamalarinin bilinmesi gerekir(Podlubny 1999). Literatiirdeki
kesirli tlirevli diferansiyel denklemlerin analitik ¢oziimlerinin bulunmasi i¢in uygulanan
yontemler ve bunlarin sonucunda elde edilen tam ¢6ziimlerin biitiin yonleriyle anlasilmasi
oldukca Onemlidir. Uygulamali matematik alaninda ¢aligan bilim insanlar1 analitik ve
niimerik yOntemlerin gelistirilmesi adina uzun yillar aragtirma yapmislardir. Bu
arastirmalar halen glinlimiizde de yeni yontemlerin gelistirilmesi adina devam etmektedir.
Gelistirilen analitik ve nlimerik yontemler ile bulunan ¢oziimler, ele alinan farkli
matematiksel problemlerin anlagilmasina ve yorumlanmasina katki saglamaktadir. Lineer
olmayan herhangi bir degiskene bagli tiirev barindiran matematiksel problemlerin
integrallenebilir olup olmamas1 gelistirilen yontemlere gore farklilik gostermektedir. Bu
nedenle denklemler i¢in Onerilen genel anlamda bir yontem bulunmamaktadir. Genellikle
son yillarda dolayli yontemler sayesinde kesirli tiirevli diferansiyel denklemlerin tam
¢ozlimlerinin bulunmasi miimkiin hale gelmistir. Herhangi bir ¢6ziime Sahip olmayan
kesirli tiirevli diferansiyel denklemlerin niimerik yaklagimlarla ¢ozlimleri ile soliton
teorisindeki 6nemli bir role sahip dalga kavramini veren hareketli dalga c¢oziimlerinin

arastirilmasi 6nem arz etmektedir.



Literatiirde pek c¢ok farkl tiirde kesirli tiirev operatorii tanimlanmistir, bunlardan
bazilar1 yerel olmayan kesirsel tiirev Caputo tiirevi(Podlubny, 1999), Riemann-Liouville
tirevi (Metzler ve Klafter, 2000), Caputo-Fabrizio (Caputo ve Fabrizio 2015), Jumarie'nin
degistirilmis Riemann Liouville tirevi (Jumarie, 2006), Atangana- Baleanu tiirevi
(Atangana ve Baleanu, 2016). Bu tiirev operatdrlerin yardimiyla lineer olmayan kesirli
tirevli kismi diferansiyel denklemlerin, yaklasik ve kesin ¢ozlimlerini saglayan gesitli
teknikler gelistirilmistir. Bu yontemler alt denklem yontemi (Zhang ve Zhang, 2011) ilk
integral yontemi (Lu, 2012), genisletilmis deneme denklem yontemi (Pandir vd., 2013),
degistirilmis deneme denklemi yontemi (Pandir vd., 2013), varyasyonel yineleme yontemi
(Das vd., 2016), yerel kesirli Adomian ayristirma yontemi gibi (Yang ve Zhang, 2012),
Laplace doniisimleri (Jafari ve Jassim, 2015), yerel kesirli Fourier serileri yontemi (Hu
vd., 2012), sonlu farklar yontemi (Gao vd., 2012), sonlu elemanlar yontemi (Deng, 2008)

vb. olarak verilebilir.

2014 yilinda (Khalil vd., 2014) uyumlu(conformable) tiirev ad1 verildikleri yeni bir
kesirli tirev tanimlanmis ve daha sonra bu tiirevi kullanarak elde edilen zaman-is1
diferansiyel denkleminin tam ¢oziimleri elde edilmistir (Cenesiz ve Kurt, 2014). Ote
yandan, Atangana ve ark. uyumlu tiirev konusunda bazi tanimlari, teoremleri ve bu tiireve
ait ozellikleri ifade etmislerdir. (Atangana vd., 2015). Atangana ve ark. tanimladiklar
tanim teoremler ve Ozelliklerin kullanimi ile bazi uygulamalar yapilmistir (Cenesiz vd.,
2016; Chung, 2015). Son olarak, 2016 yilinda Atangana ve ark. beta-tiirev adin1 verdikleri

kesirli bir tiirevin yeni bir tanimin1 verdi (Atangana vd., 2016).

Bu tez ¢alismasinin temel amaci 2016 yilinda Atangana ve ark. tarafindan 6nerilen
kesirsel tiirevi iceren denklemleri incelemektir. Ilk kez Atangana'min uyumlu tiirevini
iceren Hunter Saxton, Sharma-Tasso-Olver, uzay-zaman kesirli degistirilmis Benjamin-
Bona Mahony ve zaman kesirli Schrodinger denklemlerinin tam ¢6ziimleri birinci integral
yontemiyle elde edilmistir (Martinez vd., 2018). Daha sonra Martinez ve Aguilar,
Atangana'nin uyumlu tlirevini igeren uzay-zaman uyumlu genellestirilmis Hirota Satsuma-
KdV denklem sistemi, birlestirilmis mKdV denklemi, lineer olmayan uzay-zaman
rezonans Schrodinger denklemlerinin tam ¢éziimlerini olusturmak icin kesirli alt denklem
yontemini uygulamislardir(Martinez ve Aguilar, 2018; Martinez ve Aguilar, 2021).
Ghanbari ve Aguilar, beta(uyumlu) zaman tirevli Radhakrishnan-Kundu-Lakshmanan



denklemi icin genellestirilmis iistel rasyonel fonksiyon yontemini ele aldilar ve tam

¢oztimlerini elde etmislerdir(Ghanbari veAguilar, 2019).

Bu tez calismamizda 2008 yilinda Wang ve ark. tarafindan 6nerilen G'/G yo6ntemi
ve bu yontemin daha sonraki yillarda gelistirilen farkli versiyonlari incelenmistir(Wang vd.
2008). Daha sonraki yillarda birgok kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin tam ¢éziimlerin
elde edebilmek icin bu yontem ve farkli versiyonlart kullanilmistir. Biz ¢alismamizda
Atangana(beta) kesirsel tiirev i¢eren kismi diferansiyel denklemlerin tam ¢oziimlerini elde
etmeye calisacagiz. Bunun i¢in G’/ G yonteminin farkli ve yeni bir versiyonu olan yeni
versiyon genellestirilmis G'/G yoOntemini ilk kez Atangana(beta) kesirsel tlirev igeren
kismi diferansiyel denklemlere uygulayacagiz. Boylece Atangana(beta) kesirsel tlirev
iceren kismi diferansiyel denklemlerin yeni tam ¢oziimlerini elde etmeye ¢alisacagiz. Bu
sayede elde edilen yeni tam c¢oziimlerin lineer olmayan Atangana(beta) kesirsel tiirev
iceren kismi diferansiyel denklemlerin tam c¢oziimler sinifina yenilik getirecegi

diisiincesindeyiz.

Bu tez g¢alismasinda, yeni versiyon genellestirilmis G'/G ydntemini sirasiyla
Atangana(beta) kesirsel tiirevi igeren lineer olmayan Sharma-Tasso-Olver (STO)
denklemine ve Atangana(beta) kesirsel tiirevi igeren Boussinesq denklemine
uygulanmistir. Bu yontemde i¢in kullanilan hareketli dalga doniisiimii sayesinde denklem
adi diferansiyel denkleme indirgenir. Denklemlerin tam ¢oziimlerini (karanlik soliton,
aydmlik soliton, singiiler soliton) bulmak i¢in tasarlanan algoritmalara gore olusturulan
kodlar Mathematica 10 paket programinda g¢alistirilmistir. Elde edilen tam ¢dziimlerin
kontrolii yine Mathematica 10 paket programinda yapilmis ve ele alinan denklemlerin
karanlik soliton, aydinlik soliton, singiiler soliton ¢oOziimleri ve yeni ¢Oziimleri

belirtilmistir. Elde edilen ¢oziimlerin farkli o« =0.09, 0.60, 1 degerlerine gore {i¢ boyutlu

grafikleri ¢izilmis ve fiziksel 6zelliklerinin daha iyi anlagilmasi saglanmustir.

Tezin dordiincti boliimiinde Atangana(beta) kesirsel tiirevi igeren lineer olmayan
Sharma-Tasso-Olver (STO) denklemi ve Atangana(beta) kesirsel tiirevi igeren Boussinesq
denklemlerinin tanimlari, kullanim alanlar1 anlatilmis ve bu denklemlerin yeni versiyon
genellestirilmis G'/G yontemine gore elde edilen karanlik soliton, aydinlik soliton,
singiiler soliton ¢esitleri ifade edilmistir. Sonug ve Oneriler boliimiinde ise yeni versiyon

genellestirilmis G'/G yontemine gore elde edilen ¢oziimlerin ele alinan denklemlerin



diger yontemlerle elde edilen ¢oziimleriyle karsilastirilmasi yapilmis ve yeni ve farkli

¢oziimler belirtilmistir.



2.GENEL BIiLGILER

2.1. Temel Tanimlar

Bu boliimde Atangana(Beta) kesirsel tiirev iceren kismi diferansiyel denklemler ve

soliton kavramu ile ilgili temel tanimlar ve 6zellikler verilmistir.
2.2. Atangana(Beta) Kesirsel Tiirev iceren Kismi Diferansiyel Denklemler

Dogada gerceklesen olaylar1 anlamamizi saglayan kurallar olaylarin meydana
gelme sekilleriyle iligkilidir. Diferansiyel kavrami degiskendeki degisimin degisime
oranindan ortaya ¢ikan bir kavramdir. Diferansiyel denklem ise dogada karsilasilan bir¢ok
fiziksel olayin matematiksel algoritmalara gore modellenmesi ile olusan denklemlerdir.
Miihendislik, fizik, biyoloji, psikoloji, doga ve ekonomi bilimlerinde karsilasilan
problemlerin modellenmesi ile meydana gelen diferansiyel denklemlerin ¢6ziimlerinin elde
edilmesi gerekir. Diferansiyel denklemler, fiziksel olaylarin anlasilmasini saglamak igin
cesitli ¢oziim yontemleri ile daha anlasilir hale getirir. 1695 yilinda giliniimiize kadar farkl
kesirli tiirev iceren diferansiyel denklemler tanimlanmistir. Son yillarda kesirli tiirev igeren
diferansiyel denklemler bilim insanlari yogun bir ilgi gostermistir. Bunlardan 6énemli olan

ikisini tanim ve 6zellikleri asagida belirtilmistir.

Tanmm 2.1: Khalil vd.’nin 2014 yilindaki makalesine gore comformable(uyumlu) tiirev

olarak isimlendirilen tiirevin yeni bir tanimi, K :[0,00) J - inc1 mertebeden bir fonksiyon

olsun, k (t) "nin comformable(uyumlu) tiirevi her t >0, f e (O,l) acik araligi igin

,D! {k()} =tim k{tet™)=k() (2.1)

-0 E

olarak tanimlanir. Eger k bazi (0,b) agik araliginda /- diferansiyellenebilir b>0 ve

lim k) (t) var ise bu durumda k” (0)= Iing k” (t) seklinde tanimlanir(Khalil vd., 2014).

£—0"

Tamim 2.2: Atangana ve ark. tarafindan 2016 yilinda 6nerilmis Atangana(beta) tiirev

k£t+g e T 1ﬁJk(t)
A B
D (0}l “rin)

-0 &

(2.2)



seklinde tanimlanir. Bu tanimdan yola ¢ikararak Atangana(beta) tiireve ait Ozellikler

asagida belirtilmistir(Atangana vd., 2016).

() Varsayilir ki a=0 ve k, ﬂe(O,l] icin S -diferansiyellenebilir iki fonksiyon olsun. Bu

durumda asagidaki iliskiler saglanmaktadir(Atangana vd., 2016). Her a ve b reel sayilar

icin
2Df{ak(x)+br(x)}:a/;ka(x)+b2Dfr(x) (2.3)
(1) Herhangi bir ¢ sabiti igin

"D’ f{c}=0 2.4)

DK} =r(x) s DL k() +k (9 5D () @9

W pfA) DKLl 29

2.3. Coziim (Dalga) Cesitleri

Dalga kavrami ile uygulamali bilimlerdeki bir¢ok olaylarin ifade edilmesinde
karsilagilir. Dalga belli bir ortamda yayilan enerjinin taginmasiyla olusan titresimdir. Su
yiizeyindeki dalgalar, belli ortamda ilerleyen ses dalgalari, deniz dibindeki olusan dalgalar,
151k demeti seklindeki parcaciklar ve deprem sirasinda meydana gelen sarsintilar dalgalara
ornek olarak verilebilir. Dalganin salinimin siklig1 frekansini iki tepe veya gukur arasindaki
uzaklik ise dalga boyunu gosterir. Dalganin siiflandirilmasi; dalganin olusmasina olanak
saglayan titresimlere gore periyodik veya periyodik olmama seklindedir. Periyodik
dalgalara bir kemandaki nota sesi, periyodik olmayan dalgalara bir patlama sonucu
meydana gelen ses drnek olarak verilebilir. Duran ve hareketli olmak {izere iki dalga ¢esidi
vardir. Sabit bir pozisyonda olup ortamin hareketine ters hareket yapan dalga duran dalga
cesidine, belli iki nokta arasinda enerjinin tasinmasiyla hareket eden dalga ise hareketli

dalga cesididir.



y
(m} Tepe
|<4——Dalga boyu —H

iswan
W

[<@——Dalga boyu —»]| \

Vadi

Sekil 2.1. Dalga modeli Ornegi

1834 yilinda Isko¢ miihendis John Scott Rusell tek dalga hareketini ilk kez
gozlemlemistir. Gozlemlenen bu dalga hareketini siniflandirmak istediklerinde periyodik
olmayan bir dalga oldugu ve seklini degistirmedigi igin ise yayilan bir dalga oldugunu
ifade edilmistir. Daha sonraki yillarda bu tarz doga olaylari1 modellemek igin teorik
hesaba gerek duyulmus ve 1895 yilinda Diederik Johannes Korteweg ve 6grencisi Gustav
de Vries tarafindan soliton teorisinin baslangici olarak kabul edilen Korteweg de Vries
(KdV) denklemi insa edilmistir. KdV denklemi sig sularda olusan dalgalarin yayilmasini

gostermek igin tasarlanmig bir modeldir. KdV denklemin en genel hali

P, +600, + ¢ =0 (2.7)
olarak ifade edilmistir.

0, X konumunda t zamaninda dalganin yerden uzakligini gdstermek {iizere (2.7)

denkleminin genel ¢6ziimii
o(x,t)=rsech? (5(x—wt)), v=2/ =457 (2.8)

seklinde ifade edilmistir. Ayrica olusan dalgalarin lineer olmayan 6zellikte oldugu ifade

edilmistir(Wadati ve Sogo, 1983).

Sahip oldugu sekli, hiz1 ve enerjisini degismeden yayilan lineer olmayan dalgalara
soliton denir. (Wadati ve Sogo, 1983). Solitonlar her durumda 6zellikleri muhafaza ederler.

Dalgalarin birbirleriyle etkilesmesi veya iki dalganin c¢arpismasi sonucunda ozellikleri

8



korunur. Ayrica fiziksel olaylarin modellenmesiyle meydana gelen solitonlar lineer
olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemler ile sistemlerin tam ¢o6ziimlerinin ifade
edilmesinde 6nemli rol oynarlar. Soliton teorisi en ¢ok uygulamali matematik ve
matematiksel fizikte karsilasilir. Akiskanlar mekaniginde, biyolojik sistemlerde ve
pargacik fiziginde karsilasilan solitonlar teknolojik gelismeye paralel olarak bir¢ok alanda
kendisine uygulama sahast bulmustur. Ozellikle saghik bilimlerinde karsilasilan

elektromanyetik dalgalar incelendiginde solitonlarin olustugu gézlemlenmistir.



3. YONTEMLER

Bu boliimde, G’/ G yontemleri detayl bir sekilde incelenmis ve bu yontemin farkl
versiyonlar1 tespit edilmistir. Wang ve ark tarafindan onerilen klasik G'/G yontemi ile
yeni versiyon genellestirilmis G’/ G yoOntemi tiim detaylari ile anlatilmigtir. Yeni versiyon
genellestirilmis G’/ G -agilim yontemleri ile ilgili bir¢ok bilim insami farkli arastirmalar
yapmistir. Bu yontem ilk kez bu calismada Atangana(beta) kesirsel tlirev igceren kismi

diferansiyel denklemlerine uygulanmis ve farkli tam ¢oziimler elde edilmistir.
3.1. G'/G Yontemi

Bu béliimde, 2008 yilinda M. Wang, X. Li ve J. Zhang tarafindan tanimlanan ve
bir¢ok bilim insani tarafindan kabul gérmiis ve ¢ok sayida lineer olmayan kismi tiirevli
diferansiyel denkleme uygulamasi yapilmis G'/G ydntemi anlatilmistir (Wang vd. 2008).
Bagimsiz degigskenler x ve t olmak ilizere Atangana(beta) kesirsel tiirev igeren kismi

diferansiyel denklemini
S(4, 6D #, 4D 4, 4D ¢, D $,.....) =0 (0<a <1) (3.1)

seklinde ele alalim. (3.1) denklemini lineer olmayan adi diferansiyel denkleme indirgenme

yapabilmek i¢in Oncelikle hareketli dalga doniistimiinii kullanmaliyiz. Bunun i¢in 7,4

sabitleri, S’ de ¢(X,t) nin bir polinomunu gostermek iizere

d(x.t)=9(&), §=£(x+ﬁ]a+§[t+ﬁf (3.2)

hareketli dalga dontisimii ele alinir. (3.2)’de ele alinan dalga donisimii (3.1)’deki

Atangana(beta) kesirsel tiirev iceren kismi diferansiyel denklemine uygulandiginda

K(¢.¢'4"4",..)=0 (3.3)
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lineer olmayan bir adi diferansiyel denklem elde edilir. (3.3) adi diferansiyel denklemi igin
Wang ve arkadaslarinin énerdigi ¢oziim fonksiyonu G =G (f), A ve u keyfi parametre
olmak tzere,

G"+AG + uG =0 (3.4)
ikinci mertebeden diferansiyel denklemin ¢oziimiinden elde edilen G=G(&) ¢oziim

fonksiyonlarma gore olusturulan

#(&)= im a [Ej (3.5)

seklindedir. Bu yontemin uygulamasinin yapilabilmesi igin, ilk 6nce (3.5) denklemindeki
M sabitinin ifadede bulunan en yiiksek mertebeden tiirev igeren terim ile lineer olmayan
en yiiksek dereceden terim arasindaki balans islemine gore belirlenmesidir. Daha sonra
(3.4) diferansiyel denkleminde yer alan A ve g parametrelerinin farkli durumlar1 goz
oniinde bulundurularak, ¢6ziim fonksiyonunun farkli durumlar1 bulunmaktadir. Bu farkli
durumlara dikkate alindiginda denklemin rasyonel, trigonometrik ve hiperbolik ¢6ziim
fonksiyonlarma sahip oldugu goriilmektedir. (3.4) diferansiyel denkleminden elde edilen,
bu durumlar asagida belirtilmistir (Wang vd. 2008).

Durum 1: Eger A*-44>0 ve A, A, birbirinden farkli iki keyfi sabit say1 olmak

lizere, rasyonel hiperbolik fonksiyon ¢oziimii

A" Ay §]+A2cosh£ A4 g‘]
2 y)

5

N A&Sinh(
[G!(f)}: 7 [t —— |- 6)
G 2 2_ 2_ 2
(5) A cosh (’12% §]+ A, sinh{ 124ﬂ §J
seklinde elde edilir.
Durum 2: Eger A%-4u<0 ise rasyonel trigonometrik fonksiyon ¢oziimii
_Al sin L‘WgJ + A2 COSLW éJ
(G'(f)}\lw—ﬂz 2 ’ 2 (3.7)
G(¢) 2 '

2 [ 2 [ 2
Aicos(ﬂ"uz_}L §}+Azsin(4“2_}L g}
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seklinde bulunur.

Durum 3: Eger A1*-4=0 ise rasyonel fonksiyon ¢dziimii

@) A 4
[G(@J‘M% 2 &9

olarak elde edilir. Ayrica yukaridaki durumlar sabitlerin birbirlerine gore 6zel halleri

dikkate alindiginda daha sade olarak da yazilabilir.

. G’ . : :
(3.4) denkleminden bulunan [ﬁ] fonksiyon c¢oziimleri sirasiyla (3.5)’de yerine

G(¢)

G'(¢)
G(¢)

yazilir. Daha sonra ( ] ifadelerin ayn1 dereceden katsayilar1 bir araya getirilerek,

GI
(3.3) denklemi ( ( )J ifadelerinden olusan bir polinom denklemi elde edilir. Elde edilen

G(¢)

polinom denkleminin biitin katsayilar1 sifira esitlenip, cebirsel denklem sistemi

olusturulur. Olusan cebirsel denklem sistemi farkli yontemler kullanilarak Mathematica

paket programi tarafindan ¢o6ziildiigiinde a, (i =1,2,3,...,m) ve 7,4 katsayilar1 bulunur.

Bulunan bu katsayilar (3.5) ¢6ziim fonksiyonunda yerine yazilip A ve g parametrelerinin
farkli durumuna gore rasyonel, trigonometrik ve hiperbolik fonksiyon ¢oziimleri elde
edilir. Ters doniisim yardimiyla Atangana(beta) kesirsel tiirev igeren kismi diferansiyel

denkleminin tam ¢oziimleri elde edilmis olur.
3.2. Yeni Versiyon Genellestirilmis G’/ G Yontemi

Bu boliimde klasik G’/ G yonteminden hareketle gelistirilen yeni versiyon genellestirilmis
G'/Gyontemi sayesinde Atangana(beta) kesirsel tiirev iceren kismi diferansiyel
denkleminin yeni tam ¢oziimlerin elde edilmesi hedeflenmistir. Bu yeni yontem ile farkli
soliton ¢oziimlerin elde edilmesi hedeflenmistir. Yeni tam ¢oziimleri elde edebilmek igin
(3.2) ifadesinde yer alan hareketli dalga donisiimii (3.1) ile tanitilan lineer olmayan
Atangana(beta) kesirsel tiirev iceren kismi diferansiyel denkleme uygulandiginda
(3.3)’deki gibi bir lineer olmayan adi diferansiyel denklem bulunur. (3.3) denkleminin
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¢oziim fonksiyonunu yeni versiyon genellestirilmis G’/ G yontemine gore o ==%1, y #0

ve N pozitif bir tamsay1y1 gostermek iizere

T T e

ele alalim. (3.9) ifadesinde yer alan ay,a;,b,c,d; (i=12,...,N) katsayilar1 bulunmasi
gereken katsayilar olup, uygulayacagimiz yonteme gore belirlenecektir. (3.9) ¢6ziim

fonksiyonunda yer alan G =G (&) fonksiyonu ise 2 # 0 bir katsay: sabiti belirtmek tizere
G"+uG=0 (3.10)

seklindeki sabit katsayili ikinci mertebeden diferansiyel denklemin bir ¢6ziimiidiir. (3.10)
denklemindeki £ # 0 katsay: sabitinin farkli durumlarina gore (3.10) denkleminin ¢6ziim

fonksiyonu da farklilagsmaktadir. Bunlar dikkate alindiginda farkli 4 .degerleri icin;

Durum 1. A, A, birbirinden farkli iki keyfi sabit say1 ve eger u<O ise, (3.10)

denkleminden bulunan rasyonel hiperbolik G(f) fonksiyon ¢6ziimii

G'(£) A sinh (=) + A, cosh (=

=J-u (3.11)

G(¢) Acosh(J—_yé)+Azsinh(ﬁ§)

seklindedir.

Durum 2: Eger u >0 ise bu takdirde rasyonel trigonometrik fonksiyon ¢éziimii

A cos([ug ) - A sin((fug )
Asin(Jug)+ A, cos(ué)

G'(f):\/;

(3.12)

seklinde yazilir.
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Durum 3: Eger x=0 ise rasyonel fonksiyon ¢ézliimii

ClE)__A 3.13
G(&) AL+A (19

seklinde bulunur. (3.9) denkleminde yer alan pozitif N sayisini belirleyebilmek i¢in, (3.3)
denkleminde bulunan en yiiksek mertebeden tiirev igeren terim ile lineer olmayan en
yiiksek dereceden terim arasinda balans islemi uygulanir. Bulunan N sayisii yerine
yazilir ve boylece (3.9) ¢6ziim fonksiyonu belirlenmis olur. Daha sonra (3.10)
G'(¢)
G(¢)

denkleminden farkli 4 .degerlerine gore belirlenmis ifadeleri sirasiyla (3.9) ¢6ziim

AN
fonksiyonunda yerine yazilir. Bu terimlerin hepsi aymi dereceden (Ej ve

N N2
(%j \/G(l—i—l(%) ] ifadeleriyle bir araya getirildiginde ayni tarz terimlerden olusan
/4

NS AN N2
bir polinom elde edilir. (Ej ve (EJ o 1+£(Ej ifadelerinin her birinin
G G y\ G

katsayilari sifira esitlenerek iki farkli cebirsel denklem sistemi olusur. Bu cebirsel denklem

sistemlerinin ilgili yonteme gore Mathematica paket programi yardimiyla ortak olarak
¢Oziilmesi sonucunda elde edilmesi gereken ay,a,b,c.d; (i1=1,23..,N) ve 7,4
katsayilar1 hesaplanir. Hesaplanan bu katsayilar (3.9)’da belirtilen ¢(§) ¢cOzim

fonksiyonunda yerine yazilir ve farkli x4 parametre degerlerine yeni rasyonel,

trigonometrik ve hiperbolik fonksiyon ¢oziimleri bulunur. (3.2)’deki hareketli dalga
doniistimiine gore ilgili katsayilar yerine yazilarak (3.1)’de belirtilen Atangana(beta)

kesirsel tiirev iceren kismi diferansiyel denkleminin tam ¢6ziimleri elde edilir.
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4. BULGULAR

Bu boliimde Atangana(beta) kesirsel tiirevi igeren lineer olmayan Sharma-Tasso-
Olver denklemi ile Boussinesq denklemi incelenmis ve bu denklemlere yeni versiyon
genellestirilmis G’/ G yontemi ilk kez uygulanmistir. Bu yontem ile her iki denkleminde

literatiirde yer almayan yeni tam ¢oziimleri elde edilmistir.

4.1.Atangana(beta) Kesirsel Tiirev Iceren Lineer Olmayan Sharma-Tasso-Olver

Denklemi ve Uygulamasi

Literatiirde farkli tiirden kesirsel mertebeden tiirevler bulunmaktadir. Bunlardan bir
tanesi Atangana(beta) kesirsel tirevidir. Atangana(beta) kesirsel tiirevi igeren lineer
olmayan Sharma-Tasso-Olver (STO) denklemi a keyfi bir sabit ve o beta kesirsel tiirevin

mertebesini gosteren bir parametre olmak iizere
oDf¢+3a( QD;‘¢)2 +3a¢” D¢ +3ag.D“¢p+a,DF¢p=0 (0<a<l) (4.1)

seklindedir(Martinez vd., 2018; Aniga ve Ahmad, 2022). Eger a =1 olarak alinirsa, bu
takdirde (4.1) Atangana(beta) kesirsel STO denklemi kismi tiirevli STO denklemine

indirgenir. Matematiksel fizikte g¢esitli durumlarda karsilagilan X yayilma yoniindeki
uzaysal koordinatint ve t zamansal koordinati gostermek {izere ¢(X,t) bir alan
degiskenidir.

Kesirsel STO denklemi, bilim ve miithendislik alaninda ¢cok 6nemli bir role sahip bir
denklemdir. Topolojik veya sok dalgali soliter dalga ¢6ziimleri lineer olmayan kesirsel
STO denklemleri tarafindan elde edilir. Kesirsel mertebeden STO denklemi, ilk olarak

Kupershmidt tarafindan lineer olmayan denklemlerde karanlik denklemler kavrami olarak

temsil edilen gergek fiziksel model fisyon ve fiizyonu tanimladi (Aniga ve Ahmad, 2022).

Dagitict 4D¥¢ terimi, kiigiik 6lgeklerde soniimleme saglar iken lineer olmayan ¢*D%¢

terimi ise biiyiik ve kiiciik 6lgekler arasinda enerji aktariminin saglayan terimdir.

(4.1) denkleminin tam ¢6ziimlerini elde edilmesini saglayan yeni versiyon genellestirilmis

G'/ G yontemini uygulayabilmek i¢in 6nce hareketli dalga doniisiimiini
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‘5:5[X+r(1a>Ja+§£t+r<la>]a @

W _,

ele alalim. (4.2) hareketli dalga doniisimii altinda (4.1) denklemi ¢:¢(§), oc

olmak tizere
A4 +3ak? (¢)° +3akg’¢' +3akgg" + ak’p" = 0 (4.3)

denklemine indirgenir. (4.3) denklemi & ye gore bir kez integre edilip integrasyon sabiti

de sifir olarak segilirse, bu takdirde lineer olmayan 2. mertebeden bir adi diferansiyel

denkleme
Ap+3ak’gp’ +ake® +ak’g" =0 (4.4)

indirgenir. Bir onceki boliimde yeni versiyon genellestirilmis G'/G yontemine gore
onerilen (3.9) ¢oziim fonksiyonu (4.4) denklemine uygulanmadan once balans islemi
yapilmalidir. Balans islemi (4.4) te bulunan en yiiksek mertebeden tiirev iceren ¢" terimi
ile en vyiiksek dereceden lineer olmayan ¢° terimleri arasinda yapilir. (3.9) ¢dziim
fonksiyonu ve G”"+ uG =0 dikkate alinarak balans islemi asagida belirtildigi yapilir.

Coziim fonksiyonunun maksimum terimi

§(6)-a, [%} @)

olarak alinir ve (4.4) denkleminde yer alan balans terimlerine gore sirasiyla

5 (8) =2 (%) i (4.6)
¢"(£) = N(N +1)a, [%J + +... 4.7)



yazilir. ¢" =~ ¢ balans terimlerinin denkliginin hesabindan N =1 olarak elde edilir.

Bulunan bu balans terimi (3.9) denkleminde yerine yazilirsa (4.1) denkleminin ¢6ziim

fonksiyonu

(4.8)

o(6)=ava (e ob oo 361 v

olarak ifade edilir. (4.8) ¢6ziim fonksiyonundan hareketle (4.4) denkleminde yer alan ilgili

tiirevler hesaplanir. Buradaki ¢" terimi

2 \6 2 2 N4 N\ 2
G’ oY 2; (gj +[30_ }/;20 ’uj(gj +4crz,u((éJ +olu’
¢”(‘§)=a1(2/‘[aj+2(gj J+bl TP
=8
4 7\ G (4.9
2 2 4 2,2 2 \2
h . [20‘ ,u;SO' )/j(g) +[20‘ r ;40‘ yuj(g) oty
+C1£2/U(Ej +2/U2(Ej j"‘dl NG
=
I G
olarak hesaplanir. Hesaplanan ilgili tiirevler ve diger terimler (4.4) denkleminde yerine

. G\ (G 1(G'Y) . . .
yazildiginda ayni1 dereceden o ve G o|ll+— G ifadelerin katsayilar1 bir

/4

(G G'Y 1(G'Y) . .
araya getirildiginde (4.4) denklemi o ve S o|l+— S ifadelerinden

I

olusan bir polinom elde edilir. Olusan bu polinomun ayni ifadeli katsayilar sifira esitlenir.
Boylece farkli iki cebirsel denklem sistemi meydana gelir. Ilgili yontemler kullanilarak

Mathematica paket programi yardimiyla olusan cebirsel denklem sistemleri beraberce

¢oziildiigiinde bulunmasi gereken a,,a,,b,c,d; Kk, A ilgili katsayilar1 elde edilir. Bu
katsayilarin farkli durumlar asagidaki durumlarda belirtilmistir. Bu katsayilar ve &

doniistimiine gore (4.4) ¢oziim fonksiyonu g parametresinin farkli durumlart da dikkate

G'(¢)

alimarak ——= gore yerine yazilir. Boylece (4.1) Atangana(beta) kesirsel tiirevi igeren

G(¢)
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lineer olmayan Sharma-Tasso-Olver (STO) denkleminin elde edilen durumlara gore ilk kez

yeni tam ¢ozlimleri asagidaki durumlarda belirtilmistir.

Durum 1:
A A
8 =¢=0,=0, a=1 b=if— y=p=—- (4.10)
ao a
bulunan katsayilara gore (4.8)’deki ¢6ziim fonksiyonu
_a (S 1 (o)
4(¢)=a(5)+b \/0'(1+;<@) ] (4.12)

sekline dondsiir. (4.11) ¢6ziim fonksiyonu ile z parametresinin farkli degerlerine goére

(4.1)’deki Atangana(beta) kesirsel tiirevi igeren lineer olmayan Sharma-Tasso-Olver (STO)
denkleminin tam ¢oztiimleri asagidaki belirtildigi gibi elde edilir.

I.) Eger 1 <0 olarak alinirsa rasyonel hiperbolik fonksiyon ¢oziimii
& :K x+i +i t+ 1 olmak tlizere
al T(a)) al T(a)

A(xt)= \/’ Alsmh(\/—_y l)+Azcosh(\/—_y 1) \/’ Alsmh(\/_§1)+Azcosh(\/—_ﬂ 1) (4.12)
’ Alcosh(ﬁ 1)+A25|nh(\,/—_,u 1) a Acosh(J—_y 1)+A25|nh(\/—_y 1)

seklinde elde edilir. Eger (4.12) ¢oziim fonksiyonunda sirasiyla A =0 ve A, =0 olarak

kabul edilirse karanlik(dark) soliton ¢oztiimleri gerekli sadelestirmeler yapildiginda

b=

R P e L e R ol
(4.13)

e D[ta”h{aﬂ“ i) 2lloeta) [l oot 28l r(law
(4.14)

elde edilir.
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Sekil 4.1. a=025 1=012 k=05 ile a=0.09, 0.60,1 degerleri icin (4.14) ¢dziim

fonksiyonunun ii¢ boyutlu grafik gdsterimi.

ii.) Eger x>0 olarak alindiginda rasyonel trigonometrik fonksiyon ¢oziim

a

4 (x t):i\/z Acos(fu)-Asin(ug)| [T | [ Acos(ug)-Asin(us) 2 (4.15)
AN a Asin(ﬁ§1)+Azcos(J;§1) Aisin(\/;§1)+A2COS(\/;_1§1)

olarak bulunur. Eger sirasiyla (4.15) ¢oziim fonksiyonunda A =0 ve A, =0 seklinde

e : . NEY!
secilirse singiiler soliton ¢oziimleri D, =1——
a

Mx’t):Dz{se{kf(“wlaJ+kf(“r(la)Ja}ta"{kf(“r(laJ*kf(”r(la)jaﬂ

(4.16)

= N S R T R 8

bulunur.

Sekil 4.2. a=0.25 1=0.12, k=05 ile «=0.09, 0.60,1 degerleri i¢in (4.16) ¢dziim

fonksiyonunun {i¢ boyutlu grafik gosterimi.
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ili.) =0 olarak segilirse rasyonel fonksiyon ¢oziimii

(4.18)
seklinde elde edilir.
Durum 2:
ay—a=b=d,=0 =2, u--2 (4.19)
a a
elde edilen katsayilara gore (4.8) ¢oziim fonksiyonu
A(6(&))
¢, () =5[@J (4.20)

olarak bulunur. (4.20) ¢6ziim fonksiyonu ile farkli g parametrelerine gore (4.1)’deki

Atangana(beta) kesirsel tiirevli (STO) denkleminin tam ¢oziimleri asagidaki gibi bulunur.

I.) u<0 oldugunda ise

_/1\/1 Aicosh(\/—_yl)+A25inh(\/—_y 1)

4 (x1)= (4.21)
’ ava Alsinh(\/—_,u 1)+Azcosh(\/"—_y 1)

seklinde rasyonel hiperbolik fonksiyon ¢oziimii bulunur. (4.21) ¢oziim fonksiyonunda

sirastyla A =0 ve A, =0 olarak secilirse, bu takdirde karanlik(dark) soliton ¢oziimleri

ﬂ«/aﬂ
D,=—;
a

5 olmak tizere

¢,,(x,t) = D, tanh _k;{j?[x+ F(la)J + kf[w F(la)] (4.22)
¢,,(x,t) = D;coth k;/z_/l(x+ F(la)ja + k;/j?[w F(la)Ja (4.23)
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bulunur.

Il.) x>0 oldugunda ise rasyonel trigonometrik fonksiyon ¢oziimii

4 (xt) =i Y2 Asin(Jug;)+ A cos( g
' aa Aicos(\/;cfl)— Azsin(\/;é)

seklinde elde edilir. (4.24) ¢oziim fonksiyonunda sirasiyla A =0 ve A, =0 olarak

ai

secilmesi durumda ise singiiler soliton ¢oziimleri D, =i——— olmak lizere
a

(4.24)

¢, (x,t)=D, co{k;/a(wrr 1 Jl + k‘/ﬁ[nr 1 )Ja} (4.25)

¢, (x,t)=D, ta{k\/ﬁ[x+r 1 )]a + km(ur 1 )J“] (4.26)

elde edilir.

lii.) £ =0 oldugunda ise rasyonel fonksiyon ¢6ziimi D, = £ olmak tizere
a

k 1) 2 1)
A{{XJFF J +[t+rj ]+A2
PR G G VAN (4.27)
A
seklinde bulunur.
Durum 3:
% =b=6=0,=0, 8-2 u=" (4.28)
a
bulunan katsayilara gore (4.8) ¢6ziim fonksiyonu
¢(£)=2(33) (4.29)

seklinde elde edilir. Farkli gz parametreleri ile (4.29) ¢6ziim fonksiyonu beraber

diisiniildiigiinde (4.1)’deki belirtilen Atangana(beta) kesirsel tiirevli (STO) denkleminin
tam ¢ozlimleri asagida belirtildigi gibi elde edilir.
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I.) <0 ise rasyonel hiperbolik fonksiyon ¢oziimii

4 (x t):m Asinh(\J=u& )+ A, cosh (=24 (4.30)
7 a | Acosh((=ug )+ Asinh((ug )
seklinde elde edilir. Sadelestirme yapabilmek icin A =0 ve A, =0 olarak kabul edilirse
(4.30) ¢oziim fonksiyonunun sirastyla hiperbolik dalga ¢oziimleri Dy = %/1

. (x1) = Dycotn| K32 L} KNaZf 1 (4.31)

2aa I'(a) 2aa I'(a)
o (1) = Dytanh| P2 L kdadf (432)

' 2aa I'(a) 2aa I'(a)

seklinde elde edilir.

ii.) Eger x>0 olmasi durumunda ise rasyonel trigonometrik fonksiyon ¢6ziimii
Jaz { A cos(\u ) - Azs"‘(ﬁfl)} (4.33)
a | Asin (\/;Q)+ A, cos(\/ﬁfl)
Jai

elde edilir. A =0 ve A, =0 olarak alinirsa D, =iiﬂL (4.33) ¢oziim fonksiyonunun
a

gy (xt) =i

sirastyla periyodik soliton ¢oziimleri asagidaki gibi elde edilir.

¢, (x,t)=D; tan kg(X+F(la)J +k2\£13—/1(t+1“(1a)J (4.34)

Sekil 4.3. a=0.25 1=0.12, k=05 ile «=0.09, 0.60,1 degerleri i¢in (4.34) ¢6ziim

fonksiyonunun ii¢ boyutlu grafik gosterimi.
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lii.)Eger 1 =0 ise bu takdirde (3.1) denkleminin rasyonel fonksiyon ¢oziimii asagidaki
gibidir.

4y (%) = a2A1 i (4.36)
alferta) i)

Durum 4:

A -1

=b=d,=0, =1 ¢c,=—, pu=— 4.37
a, =b =d, & 1" 4a H 12 ( )
seklinde hesaplanan katsayilara gore (4.8) ¢oziim fonksiyonu
_(e@), A (c@)?
4 (£)=(35)+5-(55) (4.38)

seklinde yazilir. (4.38) ¢oziim fonksiyonu ile farkli degerlere sahip 4 parametresine gore

(4.1)’de ifade edilen Atangana(beta) kesirsel tiirevi i¢eren (STO) denkleminin sirasiyla tam

¢cOziimleri agagidaki gibidir.

I.) <0 oldugunda hiperbolik fonksiyon ¢oziimii

Jai Aicosh(ﬁ 1)+Azsinh(\/—_,u 1)]+lm[Asinh(\/—_yé%Azcosh(\/—_yé)
2a Aisinh(ﬁ 1)+A2c:osh(\/$ 1) 8a’ Acosh(ﬁ51)+Azsinh(\/—_y§1)

(4.39)

¢1o (X-t) =

seklinde olusur. (4.39) ¢6ziim fonksiyonunu daha sade halde yazabilmek i¢cin A =0 ve

A, =0 olarak kabul edilirse DS:—“’M ve DQ:/18‘ all
a

olmak iizere sirasiyla karanlik

soliton dalga ¢6ziimleri

o1 (X,t) =Dy tanh km[wrrl J +k’\lﬁ[t+r1 )] + D, coth km[wrrl J +k’\/zﬁ[t+r1 )]

2aa () 2aa (a 2aa (@) 2aa (a
(4.40)
o2 (X,) = Dy coth km(wr 1 ]+km(t+ 1 ] + D, tanh I(\/a_/i{x+ 1 J+k\/a_/1{t+ 1 ]
’ 2aa I'(a) 2aa I'(a) 2aa I'(a) 2aa I'(a)
(4.41)
gibi elde edilir.
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;‘xlgwu 4.x10-%8

SSR—— P RPT, ]
2 4

-4 -2 0

Sekil 4.4. a=025 1=012 k=05 ile a=0.09, 0.60,1 degerleri icin (4.41) ¢oziim

fonksiyonunun ii¢ boyutlu grafik gdsterimi.

ii.) >0 olmasi durumunda ise trigonometrik fonksiyon ¢éziimii

ho(xt)= i\/a[ACOS(\/ZQZ)—AgSin(\/;?)JHA\/E Aisin(\/;§)+Azcos(\/;§)
(% 2a | Asin({ug)+Acos(Jug) | 8" | Acos({ug)-Asin({ug)

(4.42)

seklinde elde edilir. Daha sade bir goriiniim i¢in (4.42) ¢oziim fonksiyonunda A =0 ve

Jai yYNEY)

A, =0 olarak alinirsa D, =i2— ve D, =i——— olmak iizere hareketli dalga
a a

¢Oziimleri sirasiyla

st At st 4]

I'(a 2ac aa () 2aa (a

(4.43)

¢11’2(x,t):Dloco{km(x+ ! Ja+km(t 1 Ja]+Dntan[k\/a(x+rl Ja+km[t+ 1 Ja}

220 | T(a))  28a | T(a) 220 (@)) " 2aa | T(a)

elde edilir.

Sekil 4.5. a=0.25 1=0.12, k=05 ile «=0.09, 0.60,1 degerleri i¢in (4.44) ¢6ziim

fonksiyonunun ii¢ boyutlu grafik gosterimi.
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ii.)Eger 1 =0 ise (4.1)’de ifade edilen Atangana(beta) kesirsel tiirevi i¢eren

(STO) denkleminin rasyonel fonksiyon ¢oziimii

(1) = _A S “[ﬂ”r(loe)]a*i[”r(la)nw (4.45)
Al[i[“r(la)j +i(t+r(la)] ]+A2 A

seklinde elde edilir.

Atangana(beta) kesirsel tiirevi igeren lineer olmayan Sharma-Tasso-Olver (STO)
denkleminin yeni versiyon genellestirilmis G'/G yontemine gore elde edilen tiim
durumlardaki ¢oziimleri incelendiginde; 2. durumdaki (4.21), (4.24) ve (4.27) ¢oziimleri
sirastyla Aniga Aniga ve Jamshad Ahmad’in elde ettigi (14), (15) ve (16) sonuglar ile
benzer oldugu gorilmiistiir (Aniga ve Ahmad, 2022). Diger durumlarda elde edilen tam
¢ozlimlerin ise tamamen yeni oldugu ve literatiirde bulunmayan tam ¢6ziimler oldugu
goriilmiistiir. Buda ele aldigimiz yontemin bu tarz denklemlerin yeni tam ¢oziimleri

etmekte faydali oldugu sdylenebilir.
4.2 Atangana(Beta) Kesirsel Tiirevi iceren Boussinesq Denklemi ve Uygulamasi

Atangana(beta) kesirsel tiirevi iceren Boussinesq denklemi b, 5,4 keyfi bir sabitler

ve o beta kesirsel tiirevin mertebesini gostermek tizere
DY +aD}“Y+ BD;“ (Y?)+AD/*Y =0 (0<a<1) (4.46)

seklinde bir gosterime sahiptir (Jebreen, 2020). Burada « =1 alindiginda, bu takdirde

(4.46) Atangana(beta) kesirsel Boussinesq denklemi kismi tiirevli Boussinesq denklemine
doniisiir. (4.46) denklemindeki D2*Y diiseyin dikey sapmasini, S ikinci dereceden

dogrusal olmama durumunu kontrol eden katsayiy1 ve A malzemenin rijitlik 6zelliklerine
ve sikistirmaya bagli dagilim parametresini gostermektedir (Jafari, 2013; Mohyud-Din ve
Bibi, 2017).

Kismi tiirevli Boussinesq denklemleri, hidrodinamikte, dalgalarin dogrusal olmayan
ve enerji tilketen ortamlarda yayilmasini tanimlamak igin ortaya ¢ikmustir (Jafari, 2013;

Bhatter vd., 2020). Daha sonra yillarda gozenekli yeralti katmanlarinda suyun
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sizmasindaki sorunlara anlamak i¢in uygulanmistir. Kismi tiirevli Boussinesq denklemleri
kiy1 ve okyanus miihendisliginde yaygin olarak kullanilmaktadir (Mohyud-Din ve Bibi,
2017; Wen ve. Zheng, 2013). Son zamanlarda, kesirli mertebeden Boussinesq denklemi,
heterojen gozenekli ortamlarda su yayilimini incelemek i¢in uygun bir denklemdir. Bir
kontrol hacmindeki akisin gii¢ kanunu degisimlerini varsayarak ve bir kesirli Taylor serisi
kullanilarak bir kesirli Boussinesq denklemi elde edilir (Xu, 2008).

(4.46) Atangana(beta) kesirsel Boussinesq denkleminin  yeni  versiyon
genellestirilmis G'/G yontemini kullanilarak tam ¢6ziimlerini bulmak i¢in ilk olarak

hareketli dalga dontistimiinti

gzg(“r<la>f‘§(”r<la>f 4n

Y= Y(19), — =Y' olmak iizere, (4.46) denklemi tanimlanan (4.47) doniisiimii altinda

(e? +DK2)Y"+ Bk (Y2) + AKX =0 (4.48)

seklinde lineer olmayan 4. mertebeden bir adi diferansiyel denkleme indirgenir. (4.48)
denklemi 9 ya gore iki kez integre edilip integrasyon sabiti de sifir olarak kabul edilirse,

bu takdirde lineer olmayan 2. mertebeden bir adi diferansiyel denklem
(0 +0K*) Y+ Bk*Y? + 2k*Y" =0 (4.49)

elde edilir. Onerilen yeni versiyon genellestirilmis G'/G ydntemine gore (3.9) ¢oziim
fonksiyonunu (4.49) denklemine uygulamadan Once balans islemi yapilir. Balans
prosediirii (4.49) te bulunan en yiiksek mertebeden tiirev iceren Y" terimi ile en yiiksek
dereceden lineer olmayan Y? terimleri arasinda uygulanir. (3.9) ¢dziim fonksiyonu ve
G"+ uG =0 denklemi beraber diisiiniildiigiinde balans prosediirii asagidaki gibi uygulanir.

Coziim fonksiyonunda yer alan maksimum terim

Y(9)=a, (%JN +.. (4.50)
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olarak alinir ve (4.49) denkleminde bulunan balans terimlerine gore sirastyla

Y (9) =2 (%} .. (4.51)
Y"(9)= N(N +1)a, (%Jm +... (4.52)

seklinde yazilir. Y” ~Y? balans terimleri arasinda denklik hesabma gére N =2 olarak
bulunur. Elde edilen balans terimi (3.9) denkleminde yerine yazildiginda (4.46)

denkleminin ¢6ziim fonksiyonu

(0)- e85+ (53] vn o 1 2850 o 5 o1 (55

Cl(em)*l e (e’(s))*2 N d, d, (4.53)

- +
G(9) 2\ G(9)
1ic9))\? | oo 1/c(9)?
\/O{l"'y(e((g))) j (3(9))\/6(1"—7/(6((9))) j

olarak elde edilir. (4.53) ¢6ziim fonksiyonunu kullanarak (4.49) denklemindeki Y" tiirev

karsilig1

20° (G’j +(30'2;/+20'2,uj G’
y \G 4 G
+b1 2 3/2
()
y|1+—=| —
y\ G
2 AN 2 2 \° "3 ’
60 (Gj N 8o u+9c°y (G) 126° uy + 26° 1i* + 26°y* (G] +(30'2/12+202/17)(G)
b y \ G % G 14 G G
2

1 G' 2 3/2
=5
y\ G
G\ G’ G')* G\
+e | 2ul — | +2u’| = | |+c,| 2+8u| —| +6u°| —
1[“(6] “(G” { “(GJ ”[G)
20°1—30"y (G'j4 20° 1 — 4oty (G)Z—azyz
4 G Y G
1 G' 2 5/2
13
y\ G
20° (G)g+ 02+6O-’u (G')G 402 60',u E 20 +5072 )(Gj2+202 2
s e G uy )\ s uy
G 2
G

. T

+d,;

(4.54)
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olarak elde edilir. Bu hesaplanan terimler (4.49) denkleminde yerine yazilir ve ayni

G G 1(G'Y) . . o
dereceden S ve G o|l+= G ifadelerinin katsayilar1 birlestirilirse (4.49)

/4

(G (G 1(G'Y) . . —
denklemini | —| ve | —| |o|l+=| — ifadelerinden meydana gelen bir polinom
G G 7\ G
elde edilir. Elde edilen bu polinomun biitiin katsayilar1 sifira esitlenirse iki cebirsel
denklem sistemi bulunur. Bu sistemler ilgili yontemler kullanilarak; Mathematica paket
programi yardimiyla ¢oziildiginde, a,,a,,a,,b,b,,c,c,,d;,d,, K, @ katsayilar1 ile

doniistimiine gore asagidaki durumlar bulunmustur. Elde edilen katsayilar (4.53) ¢6ziim

G'(¢)

fonksiyonunda yerine yazilir ve farkli g parametre degerlerine gére ——="ye baglh tam

G(¢)

¢oztimler bulunur. Boylece (4.46) Atangana(beta) kesirsel tlirevi igeren Boussinesq

denkleminin elde edilen durumlara gore tam ¢oziimleri asagidaki durumlarda ifade

edilmistir.
Durum 1:
% 6k*A
a=- Y y 8, =— Y va1:b1:b2:C1:C2:d1:d2:Ov

@=—KJaKyA-b, u=y (4.55)

bulunan katsayilarina gore (4.53) ¢6ziim fonksiyonu

, 2
Y, (9)=a,+a, (%) , (4.56)

seklindedir. (4.56) ¢oziim fonksiyonu ile farkli gz parametre degerlerine goére (4.46)
Atangana(beta) kesirsel tiirevi igeren Boussinesq denkleminin tam ¢dziimleri asagidaki
belirtildigi gibi elde edilir.

I.) Eger 1 <0 ise, bu takdirde rasyonel hiperbolik fonksiyon ¢éziimii

a 2 _ a
191=££X+ 1 ]Jrk kA b(t+ 1 ] olmak tlizere

a I'(a) a I'(a)
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Yy (%)=

B

—6k2Ay - Aisinh( —,u,91)+A2cosh( —ygl)
Aicosh( —y191)+Azsinh( —yﬂl)

]

(4.57)

seklinde bulunur. (4.57) ¢6ziimiinde sadelestirmek icin sirasiyla eger A =0 ve A =0

2

Ay

olarak secilirse ve E, =

singiiler soliton dalga ¢6ziimleri

olmak tizere (4.57) ¢oziim fonksiyonunun aydinlik ve

2 e e e e | (45)
Y, (x1)= El{sechz :ik;ﬁ(H r(la)]a Lk 4k2£2/1—b7 (H F(la)Ja (4.59)

olarak bulunur.

Sekil 4.6. 1=0.45, £=0.32, k=0.5, y=0.55 ile «=0.09, 0.60,1 degerleri igin (4.58)

¢oziim fonksiyonunun ii¢ boyutlu grafik gosterimi.

Sekil 4.7. 1=0.45, #=0.32, k=05 y=0.55 ile «=0.09, 0.60,1 degerleri i¢in (4.59)

¢Ozlim fonksiyonunun ii¢ boyutlu grafik gosterimi.

ii.) 1 >0 oldugunda ise rasyonel trigonometrik fonksiyon ¢ozimii
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¥ (o) KA 1, A cos(yu, ) Aysin(Jiud) | (4.60)
’ B Aisin(\/;.Ql)+Azcos(\/,L_z.91)

olarak bulunur. (4.60) ¢dziim fonksiyonunu daha sade halde yazabilmek igin eger A =0

ve A, =0 olarak alinirsa sirastyla singiiler soliton ¢dzlimleri

Yo(x1)=E 1+tan2_k\/;(x+ ! ]Z‘J“Wﬂ-bf[w L j (4.61)
2t |« I'(a) a I'(a) ]
Y,,(xt)=-F 1+cot2_kf(x+r(la)]a+i¢4k272’1_b7 [Hr(la)JuJ (4.62)

olarak bulunur.

Sekil 4.8. 1 =045 f=0.32, k=05, y=0.55 ile a=0.09, 0.60,1 degerleri icin (4.61)

¢oziim fonksiyonunun ii¢ boyutlu grafik gosterimi.

Sekil 4.9. 1=045, £=0.32, k=05 y=0.55 ile «=0.09, 0.60,1 degerleri i¢in (4.62)

¢Ozlim fonksiyonunun ii¢ boyutlu grafik gosterimi.

—6k’A

lii.) £ =0 olmasi durumunda ise rasyonel fonksiyon ¢éziimii E, = olmak tizere
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A (4.63)

seklinde elde edilir.

Durum 2:

—12k*Au —6k*4 —6K*1’ A
= 8, = Gy =7
B B B (4.64)

a=b =b,=c=d =d,=0, ®=-k\16k’Au—b

belirlenen katsayilara gore (4.53) ¢6ziim fonksiyonu

Vi(9)=a+ (&) +eu(&5) 69

bulunur. (4.65) ¢oziim fonksiyonu ile x parametre degerlerinin farkli degerlerine gore

(4.46) Atangana(beta) kesirsel tiirevli Boussinesq denkleminin tam g¢dziimleri asagida
durumlarda belirtildigi gibidir.

i.) Eger <0 ise, bu takdirde rasyonel hiperbolik fonksiyon ¢6ziimii

a 2 o
PRI (PR B B TPy PO
a I'(a) a I'(a)

j olmak tuzere

2

Y, (x1)

_—12k2/1y+6k22/1 Alsinh(\/—_ysz)+A2cosh( —,u.92) 2+6k2u3ﬂ Acosh(\/—_ygz)+Azsinh(J—_ySz)
B B | Acosh(=uS, )+ A sinh(J=5,) B | Asinh(J=u8, )+ A, cosh (=5,

(4.66)

bulunur. (4.66) ¢oziim fonksiyonunun daha sade halini yazabilmek icin eger A =0 ve

6k Au

A, =0 olarak secilir ve E,=- olmak {izere sirasiyla karanlik(dark) soliton

¢cOziimleri
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Y“(x,t)=E3[2tanhz{"(;/;[X+r(1@]”+WiM”{t+r(1@]a}ﬂzcoth2|:"(;/;[)<+r(la)]”+Wj{4‘2_bﬂ[t+r(1w]a:|]

elde edilir.

Ii.)Eger x>0 ise bu takdirde rasyonel trigonometrik fonksiyon ¢oziimii

(Aicos(\/_g) Azsin(\/_g )} [Alsm(\/_g )+Azcos(\/_3 )J] (4.69)
Aism(\/_3)+Azcos(\/_3) Aicos(\/_s) Azsm(\/_s)

Y (xt)=E,

seklinde bulunur. (4.69) ¢6ziim fonksiyonunu sade gostermek i¢in eger A =0 ve A, =0

olarak kabul edilirse sirasiyla singiiler soliton ¢éziimleri

Yo, (1) = E[1+tan {i—[ e )]a+i‘mw‘{t+l]a}yzcot{k‘f[

. jaJri«/lez/i,uz—bu[Hi)a
a I'(a) I'(a) a I'(a)
(4.70)
Ysz(X,t)‘E{Hcotz{k\a/;[x+r(la)]a+i‘16k2j;”2b’u(Hlq(loo]a}+yztan{k\0/?[x+r(la)ja+i“16k22ﬂ2bﬂ [Hr(la)}aﬂ
(4.71)
olarak bulunur.
iii.) 4 =0 oldugunda ise rasyonel fonksiyon ¢oziimii
z k 1\ kfskau-b (1 Y i
. ) R )
Yo (x,t)=2E,+E, ) LY ke Y +2uE, A
B R
4.72)
seklinde elde edilir.
Durum 3:
2 2
_Gkﬁﬁ”, : Gk;“ a,—a,=b =b,=c —d, =d, =0, =—k+/2k2 1z b
(4.73)

32



bulunan katsayilara gore (4.53) ¢6ziim fonksiyonu

, -2
T(9)=a,+¢(S) ", (@.74)

seklindedir. (4.74)’de belirlenen ¢oziim fonksiyonu ile farkli g parametre degerlerine
gore (4.46)’deki Boussinesq denkleminin tam ¢oziimleri asagidaki durumlarda
belirtilmistir.

i.) Eger 1 <0 oldugunda rasyonel hiperbolik fonksiyon ¢éziimii

a 2 — o
193=E X+ 1 +k A Ap b t+ 1 olmak tizere
a I'(a) a I'(a)

_ 6k ki A cosh (/=8 )+ Aysinh (V28 ) | (4.75)
B B Alsinh( —y93)+Azcosh( —y93)

T (xt)

seklinde bir ¢6ziim fonksiyonu bulunur. (4.75) ¢6ziim fonksiyonunu daha sade hale

getirebilmek i¢in eger A =0 ve A, =0 olarak segilirse karanlik(dark) soliton ¢oziimleri

ik 1Y ka4 —ba 1Y (4.76)
Yu(x,t)E{l 4% tanh » [X+F(a ] + . {HF(a)] U

Y72(X*t)_E3[1_ﬂZCOth2 ik\/;{X+ 1 ] +ik 4k2/1’u2_b'u(t+ 1 ]:U (477)
v (24 F(a) o T

elde edilir.

ii.) >0 oldugunda ise rasyonel trigonometrik fonksiyon ¢oziimii

Aisin(\/ng)+A2cos(\/L93)ﬂ (4.78)

Ye(xt)=E, {1+y2[ACOS(\/;‘93)AZSin(\/;93)

bulunur. (4.78)’deki ¢6ziim fonksiyonunu daha sade halde gostermek i¢in eger A =0 ve

A, =0 olarak segilirse sirasiyla singiiler soliton ¢oziimleri

Ysl(x,t):E3[1+ﬂ200t2[k\/;(x+ 1 Ja+k‘4k2/l‘u2_b‘u(t+ 1 ]"D (4.79)
’ r

a a a I'(a)
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Ys,z(X,t):E{1+y2tan{k\/;[x+ 1 Ja+k“4kzﬁ’u2_b’u[t+ 1 )]an (4.80)

olarak bulunur.

iii.) & =0 oldugunda ise bu takdirde rasyonel fonksiyon ¢oziimii

(4.81)

seklinde elde edilir.

Atangana(beta) kesirsel tiirevi igeren Boussinesq denkleminin yeni versiyon
genellestirilmis G'/G yontemine gore elde edilen tim durumlardaki ¢oziimleri
incelendiginde; Jebreen’in 2020 yilinda elde ettigi sonuglart ile benzer olmadigi
saptanmugtir. (Jebreen, 2020). Buda ele alinan yontemin bu tarz denklemlerin yeni tam

coziimlerini bulmada ¢ok faydali oldugu sdylenebilir.
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5. SONUC ve ONERILER

Bu tez calismasinda Atangana(beta) kesirsel tiirevi igeren kismi diferansiyel
denklemlerin tam c¢oziimlerini bulmak igin etkili bir yontem verilmistir. Dogadaki
fiziksel olaylarin daha iyi anlasilabilmesi i¢in modellenme yapilmasi sonucunda elde
edilen problemlerin uygun yontemler kullanilarak farkli ve yeni tam ¢oziimlerin elde
edilmesi hedeflenmistir. Calismamizda uygulanan yontem, literatiirdeki tam ¢6ziim
yontemlerinden biri olan G'/G -ag¢ilim yontemleri irdelenmesi sonucunda ortaya
¢ikmis ve yeni versiyon genellestirilmis G'/G yontemi olarak isimlendirilmistir. Bu
yontem kullanilarak Atangana(beta) kesirsel tlirevi iceren kismi diferansiyel
denklemlerin tam ¢o6ziim fonksiyonu (2.9)’da verilmistir. Olusturulan bu ydntemde

ikinci mertebeden sabit katsayili homojen diferansiyel denklem G"+ G =0 olan
denklemin G'/G ¢bdziim fonksiyonlar1 farkli g parametre degerlerine gore farkli

durumlart (3.11), (3.12) ve (3.13) ¢6ziim fonksiyonlariyla ifade edilmistir. Buradaki
¢oziimleri (3.9) genel c¢oziim fonksiyonunda yerine yazmadan Once ¢Oozim
fonksiyonunda yer alan N sayisini belirleyebilmek igin balans isleminin yapilmasi
gerekir. Yapilan balans iglemi neticesine gore ¢6ziim fonksiyonunda bulunmasi gereken
terimler belirlenmis olmaktadir. Bu nedenle balans islemi sayesinde bulunan N sayis1

¢Ozlim i¢in oldukca dnemlidir.

Yeni versiyon genellestirilmis G'/G yontemi Atangana(beta) kesirsel tiirevi
iceren lineer olmayan Sharma-Tasso-Olver denklemi ile Boussinesq denklemine ayri
ayr1 uygulanmis ve elde edilen yeni farkli tam ¢oziimler bir¢ok durumda verilmistir.
Bulunan yeni tam ¢ozlimlerin literatiir taramasi yapilmig ve diger yontemler ile bulunan
tam ¢oziimlerden farkli oldugu tespit edilmistir. Bu yeni tam ¢6ziimler, aydinlik(bright)
soliton, karanlik(dark) soliton, singiiler soliton ve bunlarin birlesimlerinde olusan
rasyonel hiperbolik, rasyonel trigonometrik ve rasyonel ¢oziimlerine olarak
bulunmustur. Daha sonra bulunan bu yeni tam ¢6ziimlerin farkli parametre degerlerine
gore karsilastirilma yapabilmek i¢in « =0.09, 0.60, 1degerlerine gore ii¢ boyutlu
grafikleri ¢izilmistir. Bunun neticesinde bulunan yeni tam ¢oziimlerin fiziksel
davraniglar1 daha iyi anlagilabilecektir. Ayrica bu yeni tam c¢oziimlerin fiziksel
davraniglar1 baska yontemlerle elde edilen tam c¢oziimlerle karsilastirma yapilabilir.

Cizdigimiz grafikler bize farkli soliton dalga cesitlerinin bir arada olabilecegini
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gostermektedir. Bu yeni yontem sayesinde literatiirde Atangana(beta) kesirsel tiirevi
iceren denklemlerin var olan soliton ¢oziimlerinden farkli olan ¢6ziimlerin varligi
grafiklerle gosterilmistir. Bu nedenle farkli fiziksel olaylarin daha iyi anlasilabilecegi
diisiincesindeyiz. Ileriki ¢alismalarda (3.10) denklemiyle verilen ikinci mertebeden
sabit katsayili diferansiyel denklemin farkli halleri incelemeye alinip, bunun
neticesinde bulunacak yeni G'/G ¢oziim fonksiyonlari elde edilebilir. Bdylece
Onerilen yontemimizin farkli yeni tam c¢oOziimlerine ulagma imkani sahip

olunabilecektir.
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