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TEZ BEYANI

Tez yazim kurallarina uygun olarak hazirlanan bu tezin yazilmasinda bilimsel ahlak
kurallarina uyuldugunu, baskalarinin eserlerinden yararlanilmasi durumunda bilimsel
normlara uygun olarak atifta bulunuldugunu, tezin igerdigi yenilik ve sonuglarin bagka bir
yerden alimmadigmi, kullanilan verilerde herhangi bir tahrifat yapilmadigini, tezin
herhangi bir kisminin bu iiniversite veya baska bir tiniversitedeki baska bir tez ¢alismasi
olarak sunulmadigini beyan eder, aksi bir durumda aleyhime dogabilecek tiim hak
kayiplarini kabullendigimi beyan ederim.

Oktay DEVECI
...... [oiiid ...
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YUKSEK LiSANS TEZI
FUZZY SAYI DiZILERININ KABA A— iSTATISTIKSEL YAKINSAKLIGI
OKTAY DEVECI

YOZGAT BOZOK UNIVERSITESI
LISANSUSTU EGIiTiM ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI

TEZ DANISMANI: DR. OGR. UYESi FUNDA BABAARSLAN

Dort bolimden olusan bu tez calismasinin birinci bdliimiinde, istatistiksel yakinsaklik, kaba
istatistiksel yakinsaklik ve fuzzy say1r kavramlarinin Oneminden ve tarihsel gelisiminden
bahsedilmistir.

Ikinci béliimde, daha sonraki béliimlerde kullanilacak olan reel sayr dizileri igin istatistiksel
yakinsaklik, istatistiksel limit ve yi@ilma noktalar: ile bu kavramlarin 2 -analoglari igin bazi temel
tanmim ve teoremler verilmistir.

Ucgiincii boliimde sonlu boyutlu normlu uzaylarda bir dizinin kaba istatistiksel yakinsakligi, kaba
istatistiksel yigilma noktasi ve kaba istatistiksel limit noktasi tanimlari ve Orneklerine yer
verilmistir.

Dordiincii boliimde ise ilk olarak fuzzy sayr dizilerinin temel ozellikleri hatirlatilmistir.  Sonra,
fuzzy say1 dizilerinin kaba 2 - istatistiksel yakinsakligi tanimlanmis, kaba - istatistiksel limit
kiimesi ile dizinin 2 - istatistiksel limit infimumu ve 2- istatistiksel limit supremumu arasindaki
iliski arastinlmistir. Son olarak, fuzzy say1 dizileri igin kaba 4 - istatistiksel yigilma noktalarinin
kiimesi ile kaba 1- istatistiksel limit noktalarinin kiimesi tanimlanarak aralarindaki kapsama
iligkileri incelenmistir.
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ANAHTAR KELIMELER: Fuzzy say: dizisi, 1 - Istatistiksel Yakinsaklik, Kaba 1- Istatistiksel
Yakinsaklik, Kaba 1 - Istatistiksel Limit Noktasi, Kaba 1 - Istatistiksel Y1g1lma Noktas.



ABSTRACT

MASTER THESIS

ROUGH A -STATISTICAL CONVERGENCE OF SEQUENCES OF FUZZY
NUMBERS

yy
OKTAY DEVECI

YOZGAT BOZOK UNIVERSITY
SCHOOL OF GRADUATES STUDIES

DEPARTMENT OF MATHEMATICS

SUPERVISOR: ASSIST. PROF. DR. FUNDA BABAARSLAN

In the first chapter of this thesis that consists of three chapters, the importance and
historical development of the concepts of statistical convergence, rough statistical
convergence and sequences of fuzzy numbers were mentioned.

In the second chapter, some fundamental definitions and theorems of statistical
convergence, statistical limit points and statistical cluster points for real number sequences
and their 2-analogues which will be used in the later chapters were given.

In the third chapter, the definitions and examples of rough statistical convergence, rough
statistical limit points and rough statistical cluster points of a sequence in finite
dimensional normed space were given.

In the forth chapter, some basic properties of sequences of fuzzy numbers were recalled.
Then, the definition of rough 4- statistical convergence was introduced, the relation
between the rough 2 - statistical limit set and 2 - statistical limit inferior and 1 - statistical
limit superior were examined. Finally, by defining the sets of rough 4 - statistical limit
points and rough 4 - statistical cluster points of a sequence of fuzzy numbers, the inclusion
of relations between them were investigated.
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SIMGELER

Bu c¢aligmada kullanilmis simgeler aciklamalari ile birlikte asagida verilmistir.

Simgeler
(x)=X
(X,)

R

L(R)
LIM™X,,
S—LIM'X,
S,-LIM'X,

I (X)

A5 (X)

S, —liminf X _
S, —limsup X,
X 5 X.

r—st

X, =X,

Aciklamalar

X uzaymnda bir dizisi

Fuzzy say1 dizisi

Reel sayilar kiimesi

Fuzzy sayilar kiimesi

(X,) dizisinin kaba limit kiimesi

(x) dizisinin kaba istatistiksel limit kiimesi
(x ) dizisinin kaba 2 - istatistiksel limit kiimesi

(x,) dizisinin kaba 1 -istatistiksel yigilma noktalarinin

kiimesi

(x,) dizisinin kaba 2 -istatistiksel limit noktalarinin

kiimesi

(x,)dizisinin 2 -istatistiksel limit infimumu
(x,) dizisinin 2 -istatistiksel limit supremumu
(x,) dizisi(x.) sayisina r - yakinsak

(x,)dizisi (x.) sayisina r—istatistiksel yakinsak
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1. GIRIS

Reel ya da kompleks terimli say1 dizileri i¢in istatistiksel yakinsaklik kavrami ilk
olarak Steinhaus (Steinhaus, 1951) ve Fast (Fast, 1951) tarafindan birbirinden bagimsiz
olarak tanimlanmis, Schoenberg (Schoenberg, 1959) tarafindan bir toplanabilme metodu
olarak c¢alisilmistir. Daha sonraki yillarda, bu kavramin toplanabilme teorisi basta olmak
tizere Olgl teorisi, sayilar teorisi, ergodik teori gibi alanlarla olan iliskileri incelenmistir.
Istatistiksel yakinsaklik fikrinden yola ¢ikarak, Fridy (Fridy, 1993) istatistiksel limit
noktalar1 ve istatistiksel yigilma noktalari tanimlarini vermis, Pehlivan ve Mamedov
(Pehlivan ve Mamedov, 2000) klasik limit noktas1 yerine bir istatistiksel yigilma noktasi
alarak Turnpike teorisini ispatlamistir. Ayni yil igerisinde Mursaleen (Mursaleen, 2000)
(v, 4) - toplanabilirlik kavrami yardimryla 2 -istatistiksel yakinsaklik olarak adlandirilan ve

istatistiksel yakinsakligin genellemesi olan yeni bir metot elde etmistir.

Sinirhi ve yakinsak fuzzy sayir dizilerinin Matloka (Matloka, 1986) tarafindan
tanimlanmasindan  sonra, reel sayr dizilerinden farkli olarak grup yapisinin
bulunmamasindan dolay1 bu diziler literatiirde birgok ¢alisma alani bulmustur. Bu dizilerin
istatistiksel yakinsaklig1 ve istatistiksel Cauchy dizisi kavramlar1 Nuray ve Savas (Nuray
ve Savas, 1995) tarafindan g¢alisilmistir. Dahasi, fuzzy sayr dizileri igin Savas (Savas,
2000) 2- istatistiksel yakinsakligi; Tuncer ve Benli (Tuncer ve Benli, 2007) 2-
istatistiksel limit noktast ve 4- istatistiksel yigilma noktasi ile Benli (Benli, 2013) 2-

istatistiksel limit infimum ve 2 - istatistiksel limit supremum tanimlarini vermislerdir.

Klasik yakinsakligin ilgi ¢ekici bir diger genellemesi olan kaba yakinsaklik teorisi
2001 yilinda Phu (Phu, 2001) tarafindan sonlu boyutlu normlu uzaylarda, ardindan 2003
yilinda (Phu, 2003) sonsuz boyutlu normlu uzaylarda tanimlanarak bu uzaylardaki bir
dizinin kaba limit kiimesinin geometrik ve topolojik 6zellikleri incelenmistir. 2008 yilinda
Aytar (Aytar, 2008) R™, n- boyutlu reel uzayda kaba istatistiksel yakinsakligi dogal
yogunluk yardimiyla tamimlayarak, kaba istatistiksel limit kiimesinin kapaliligimi ve
konveksligini gostermistir. Bu calisma bir¢ok yazari gesitli diziler igin kaba istatistiksel
yakinsaklik kavramimi calismaya tesvik etmistir. Ornegin Maity (Maity, 2016) reel degerli
fonksiyon dizileri igin; Kisi ve Unal (Kisi ve Unal, 2021) sonlu boyutlu uzaylarn cift
dizileri i¢in; Demir ve Giimiis (Demir ve Giimiis, 2022) fark dizileri i¢in kaba istatistiksel

yakinsaklig1 incelemislerdir.



2017 yilinda Aytar (Aytar, 2017) sonlu boyutlu normlu uzaylarda bir dizinin kaba
istatistiksel limit noktalarinin kiimesi ve kaba istatistiksel yigilma noktalarinin kiimesini
tanimlayarak aralarindaki kapsama iliskisini arastirmistir. Ayrica, bu kavramlari fonksiyon
dizilerine uyarlamis ve istatistiksel yogunlasma noktasi denilen yeni bir kavramla

karsilagmustir.

Cogunlukla normlu uzaylarda ¢alisilan kaba yakinsaklik, vektor uzay1 olmadigi i¢in
normlu uzay kategorisinde bulunmayan fuzzy sayir uzayinda Akcay ve Aytar (Akcay ve
Aytar, 2015) tarafindan ¢alisilmis ve onun istatistiksel analogu ise Debnath ve Rakshit
(Debnath ve Rakshit, 2019) tarafindan incelenmistir.

Bu tez calismasinda, ilk olarak fuzzy say1 dizilerinin kaba istatistiksel yakinsakligi
genellestirilerek kaba 2 - istatistiksel yakinsakligi elde edilmistir. Ayrica bu diziler igin
kaba 2 -istatistiksel limit kiimesi tanimlanarak, bu kiime ile dizinin 2 - istatistiksel limit
infimumu ve supremumu arasindaki iliskiden bahsedilmistir. Son olarak, fuzzy sayi
dizilerinin kaba 4- istatistiksel limit noktalarmin ve kaba 4- istatistiksel yigilma

noktalarinin kiimeleri tanimlanarak kapsama iliskileri ispatlanmustur.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde reel ya da kompleks terimli say1 dizileri i¢in ve ayrica fuzzy sayi dizileri igin

temel tanim ve teoremler verilecektir.

Tanmmm 2.1.K dogal sayilarin bir alt kiimesi ve K, = {k € K : k < n}olsun. |K,|, K,

kiimesinin eleman sayisin1 gostermek tizere

K.
0(K) = limI nl

n-o N

limitine K kiimesinin dogal yogunlugu, §(K) = limsup% esitligine ise K kiimesinin
n-—->oo

iist dogal yogunlugu denir (Niven ve Zuckerman, 1980). Yogunluk o&zelliklerinden,
K¢ = N \ K olmak iizere §(K¢) = 1 — §(K) dir. Ayrica, sonlu kiimenin dogal yogunlugu
sifirdir ve eger K; € K, ise §(K;) < §(K;) dir (Freedman ve Sember, 1981).

Ornek 2.1. K = {k € N: 1 < k < 5} olsun. K kiimesinin dogal yogunlugu

1 3
lim—|{keN: 1<k <5} =I1lim—=0
n-oon n-oon

dir.

Eger §(K) = 0 ise K kiimesine sifir yogunluklu kiime denir.

Tamm 2.2. x = (x,.) dizisi reel ya da kompleks sayilarin bir dizisi olsun. Eger bu dizi sifir
yogunluklu bir kiime hari¢ diger tiim k lar i¢in bir P 6zelligini sagliyorsa x = (x,.) dizisine

hemen hemen her k igin P 6zelligini sagliyor denir ve hhx.ile gosterilir (Fridy, 1985).

Tanim 2.3. x = (x,.) dizisi reel ya da kompleks terimli bir dizi olsun. Eger Ve > 0 i¢in,
1

lim—[{k <n:|x, —é| =€} =0

n-on

veya buna denk olarak hhx. igin

|x}c_’>;|<£



olacak sekilde bir & sayist varsa x = (x,) dizisi ¢ sayisina istatistiksel yakinsaktir denir ve
st — limx = & seklinde gosterilir (Fast 1951).

Tamim 2.4. x = (x,) dizisi verilsin. Eger
1 .

lim—|{k;:i €N} =0

n-on

ise (x,,) alt dizisine seyrek alt dizi, aksi takdirde seyrek olmayan alt dizi denir (Fridy,
1993).

Tamm 2.5. x = (x,) dizisinin seyrek olmayan v ye yakinsak bir alt dizisi varsa, v ye x =
(xx) dizisinin bir istatistiksel limit noktasi denir. x = (x,) dizisinin istatistiksel limit

noktalarinin kiimesi A, ile gosterilir (Fridy, 1993).

Tanim 2.6. x = (x,) dizisi reel ya da kompleks sayilarin bir dizisi olsun. Her € > 0 i¢in
{keN: |x, — u| < &}

kiimesi sifir yogunluga sahip degilse u sayis1 x = (x,.) dizisinin bir istatistiksel yigilma
noktasidir denir. x = (x,.) dizisinin istatistiksel yigilma noktalarinin kiimesi I}, ile

gosterilir (Fridy, 1993).

Tamm 2.7. x = (x,) dizisinin istatistiksel limit supremum ve istatistiksel limit infimum

kavramlari
A, ={a€R:6({k e N:x, < a}) # 0}
B, ={beR:S§({k € N:x, > b}) + 0}

olmak {izere, sirastyla

. supB,, B, #J
st—limsup x :=
—oo,d .d.
inf A
st—liminf x:={ " Ao A2
+o0,d d.



seklinde tanimlanir (Fridy, 1993).

Tamm 2.8. 1 = (4,,) dizisi pozitif reel sayilarin azalmayan, sonsuza yakinsayan ve
A1 <A+ 1, =1
kosulunu saglayan bir dizisi olsun. I,, = [n — A,, + 1, n] olmak tizere, x = (x,) dizisi

Ve > 0 igin

1
lim—|{kel:|x,— | >} =0

n—oo n
ise x = (x,) dizisi & ye A —istatistiksel yakinsaktir denir. st; — limx, = & veya
K—>00

X, = & (S) ile gosterilir (Mursaleen, 2000).

Tanmm 2.9. X:R — [0,1] seklinde tanimlanan ve asagidaki sartlar1 saglayan fonksiyona
fuzzy sayisi denir.
. X normaldir. Yani X(x,) = 1 olacak sekilde en az bir x, € R vardur.

ii. X fuzzy konvekstir. Yani

Vx,x, ER,0< A< 1lig¢in X(Ax; + (1 — Dxy) = min{X(xy1), X(x,)}
dir.
iii. X st yar1 stireklidir. Yani Vt € [0,1]igin {x: X(x) < t} kiimesi agiktir.
iv. X = {x € R: X(x) > 0} kiimesinin kapanis1 kompaktir.

Fuzzy sayilar kiimesi L(R) ile gosterilir.
Fuzzy sayilar iizerinde Hausdorff metrigi d: L(R) X L(R) = R* U {0} olmak iizere
d(X,Y) = sup maks{|X*-Y?|, |ﬁ - W|}
a€lo,1]
seklinde tanimlanir. Burada X% = [X_“ ,F] ifadesi X fuzzy sayisinin @ kesmesidir. Fuzzy
sayilarda siralama bagintisi
X <Y & Vae[0,1] igin X* < Y% ve X* < Y%
seklindedir. Bu < bagintis1 bir kismi siralama bagintisidir. Kesin kiiciik bagintis1 ise
X <Y & 3ael0,1] igin X¥ < Y& ve X¥ < Y*

dir (Diamond ve Kloeden, 1994).



Tanmm 2.10. X = (X,.) bir fuzzy say1 dizisi olmak tizere {X,.: k € N} kiimesi siurli ise X =
(X, dizisi sinirhidir denir (Matloka, 1986).

Tanmm 2.11. X = (X,) bir fuzzy say1 dizisinin A fuzzy sayisina yakinsak bir alt dizisi
varsa A fuzzy sayisina bu dizisinin limit noktas: denir. X = (X,) dizisinin tim limit

noktalarinin kiimesi L, ile gosterilir (Aytar, 2004).

Tamm 2.12. Her € > 0 igin k > K, oldugunda d (X,, X,) < ¢ olacak sekilde & a bagl bir

K, sayisi varsa (X, ) fuzzy say1 dizisi X, fuzzy sayisina yakinsaktir denir ve limX, = X,
K—00

veya k — o icin X, — X, seklinde gosterilir (Matloka, 1986).

Tanmm 2.13.X = (X,.) bir fuzzy say1 dizisi olmak iizere, V € > 0 i¢in

1 _
lim — [{x < n:d(X,, Xo) = €}| = 0

n-on

olacak sekilde bir X, fuzzy sayisi varsa X = (X,)dizisi X, fuzzy sayisina istatistiksel

yakinsaktir denir ve st — lim X, = X, ile gosterilir (Nuray ve Savas, 1995).
K—00

Sonlu bir kiimenin dogal yogunlugu sifir oldugundan yakinsak bir fuzzy say1 dizisi ayni
zamanda istatistiksel yakinsaktir. Ancak istatistiksel yakinsakligin klasik anlamda

yakinsaklig1 gerektirmedigi asagidaki 6rnekten goriilebilir.



Ornek 2.1. X = (X,) bir fuzzy say1 dizisi

, Xe (—0,0)u(4,0)ise

0

X .
1(X) = 5 , Xe[0,2] ise
4;2)(,XE[2,4] ise

olmak iizere x =n° (n=1,2,3,...) ise

0 , Xe(—o,xk-2)U(k+2,0) ise
X, (X):= # , xe[k-2,k] ise
K+§_X , Xe[x,k+2] ise

k#n° (n=12,3,...)ise X _(X) = z(X) seklinde tanimlansin. Burada V¥ & > 0 i¢in

K(g)= {K‘ eN:d(X,,u)> g} < {9,16,25,...} ve 5(K(¢))=0 oldugundan (X,) dizisi s
sayisina istatistiksel yakinsaktir fakat yeterince kiiglik € lar i¢in K(&) kiimesi sonlu

olmayacagindan (X,.) dizisi s a yakinsak degildir.

Tamim 2.14. X = (X,.) bir fuzzy say1 dizisi olmak {izere, eger

lim ~|{k; € N:j € N}| = 0

nglc}on Kj H -

ise (Xy;) alt dizisine seyrek (thin) alt dizi denir.
Eger

li ! N:jeEN 0
nggsupﬂ{;c,-é :j €N} >

ise (XK].) alt dizisine seyrek olmayan (non-thin) alt dizi denir (Aytar, 2004).

Tamm 2.15. X = (X,.) fuzzy say1 dizisi olsun. Eger Ve > 0 i¢in

1 _
lim —— [{x € I:d(X,, Xo) = €}| =0
n

n—-o0o



ise X = (X,) fuzzy say1 dizisi X, fuzzy sayisina A-istatistiksel yakinsaktir denir ve s; —

limX, = X, ile gosterilir (Mursaleen, 2000).

Ornek 2.2. X = (X,) bir fuzzy say1 dizisi

0 , xe(~,0)U(4,00)ise
1.(X) = > , Xe[0,2] ise
4;2)(,XE[2,4] ise

olmak iizere x =n° (n=1,2,3,...) ise

0 , Xe (=0, k—2)U(k+2,0) ise
X (X):= #,XE[K—Z,K] ise
’”;_x  xelx x+2] ise

vex=n® (n=123,...)ise

0, Xe(—oo,O)u(4—£,oo) ise
K

X _(x):= g,xE[o,z] ise
4—£—x 1
K xe[2,4-7] ise
1 K
2_~
K

seklinde tanimlansin.

Burada A, =(n)=(12,...) almirsa X = (X,,) dizisi s sayisina A-istatistiksel yakinsaktir.
Ayn1 zamanda istatistiksel yakinsaktir. Ancak A, =(1,1,1...) alinirsa ayni dizi s sayisina

A-istatistiksel yakinsak degildir. Dahas1 adi anlamda yakinsakliktan da s6z edilemez.



Tanim 2.16. X = (X,.) fuzzy say1 dizisi i¢in
li ! €EL:jeENj =0
lim —[{x; € Ln:j € N} =

esitligi saglaniyorsa (X x,-) alt dizisine A-seyrek (thin) alt dizi,

1
limsup—|{lcj €l j€E N}| >0

nooo T A

ise (XK].) alt dizisine A-seyrek olmayan (non-thin) alt dizi denir (Tuncer ve Benli, 2007).

Tanmm 2.17. X = (X,.) fuzzy say1 dizisinin bir Y fuzzy sayisina klasik anlamda yakinsayan
A-seyrek olmayan bir alt dizisi varsa Y fuzzy sayisina bu dizinin A — istatistiksel limit
noktas: denir. Bir X = (X,) dizisinin A — istatistiksel limit noktalarimin kiimesi A% ile

gosterilir (Tuncer ve Benli, 2007).

Tamim 2.18. X = (X,.) fuzzy say1 dizisi olmak {izere eger V € > 0 i¢in

1 _
lim —— {r€l:dX,.2) <e}|#0
n

n—-oo
veya
1 -
limsup — |{K €L:dX,Z)< £}| >0
n—o0 An

ise Z fuzzy sayisina bu dizinin A —istatistiksel yigilma noktast denir. Bir X = (X,.)
dizisinin A — istatistiksel yigilma noktalarimin kiimesi I3 ile gosterilir (Tuncer ve Benli,
2007).

Teorem 2.1. X = (X,,) fuzzy say1 dizisi igin A% € I} dir (Tuncer ve Benli, 2007).

Teorem 2.2. X = (X,.) fuzzy say1 dizisinin adi limit noktalarmin kiimesi L, olmak {izere

I} € L, dir (Tuncer ve Benli, 2007).



Teorem 2.3. X = (X)) fuzzy say1 dizisi icin s; — limX, = X, ise A} = I} = {X,} dir
(Tuncer ve Benli, 2007).

Tanim 2.19.( X, ) dizisinin S, — limit supremum ve S, — limit infimum kavramlari

E. = {peL(R):6,({k € N: X > p}) # 0}
G, = {peL(R):6;({k € N: X, < p}) # 0}
olmak iizere, sirasiyla

S, —liminf X _=inf F,
S, —limsup X_:=supG,

seklinde tanimlanir (Benli, 2013).
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3. NORMLU UZAYLARDA KABA iSTATISTIKSEL LiMiT
NOKTALARI VE iSTATISTIKSEL YIGILMA NOKTALARI

3.1. Normlu Uzaylarda Kaba Yakinsakhk ve Kaba Istatistiksel Yakinsakhk

Tammm 3.1.1. (X, ||. |)) bir normlu uzay ve (x,) X uzayinda bir dizisi olsun. r > 0 olmak
tizere, eger her bir € > 0 sayisina karsilik k > x(€) oldugunda

e —xl <7 +e

kosulunu saglayacak bir k(&) sayisi varsa veya buna denk olarak

lim sup|lx, —x.|l <7

kosulu saglaniyorsa (x,.) dizisi x, noktasina kaba yakinsaktir (veya r —yakinsaktir) denir.
K — oo iken x, 5 x. seklinde gosterilir. Bu kosulu saglayan bir x, noktasi, (x,) dizisinin
bir r —limit noktas1 olarak adlandirilir. Ayrica

LIM"x, = {x. € X:x > x.}

kiimesine (x,) dizisinin r- limit kiimesi denir. LIM"x, # @ ise (x,) dizisi x, noktasina

r —yakinsaktir ve r sayisina (x, ) dizisinin yakinsaklik derecesi denir (Phu, 2001).

Ornek 3.1.1. (y,) dizisi asagidaki gibi tanimlansi.

2(-1)¥
K

() =05+ K=12,...

Agikca goriildiigii tizere bu dizi 0.5 degerine klasik anlamda yakinsaktir. Ancak yeterli

uzunluktaki x lar i¢in bu dizinin terimleri bilgisayarla kesin olarak hesaplanamaz. Boylece
(x,0):=round(y,) =z

yaklasim dizisini tanimlayalim. Burada z, z— 0.5 <y, < z+ 0.5 sartin1 saglayan en

yakin tamsay1 degeri olsun.
(xl) = _1, (xZ) = 2, (xzj_l) =O, (xzj) =1, _]:2,3,
oldugundan (x,.) dizisi yakinsak degildir. Ancak x, % 0.5 dir.
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Ayrica r- limit kiimesi

[} , r < 0.5 ise

T —_
LIM" X, = {[1 -], r > 0.5 ise

dir, (Phu, 2001).

Tamm 3.1.2. (x,.) dizisi (X,||||) normlu uzayinda bir dizi ve r >0 olsun. Eger herge >0
i¢in

S{k e N:|lx, —x.|| =r+&})=0

ise veya buna denk olarak

st — lim sup||x, — x.[| <7r
K—00

. . . . . r-st . o
ise (x,) dizisi x. noktasina kaba istatistiksel yakinsaktir denir ve x,, — x,ile gosterilir.

Ayrica

r—st

st — LIM"x,, = {x* EX:ix, — x*}
kiimesine (x,) dizisinin r- istatistiksel limit kiimesi denir.

Eger st — LIM" x,, # @ ise st — LIM" x,, = [st — limsupx — r,st — liminfx + r]

dir, (Aytar, 2008).

Ornek 3.1.2. X reel sayilar uzaymnda (x,.) dizisi asagidaki gibi tanimlansin.

(x)= {(—1)': K # N’

2
K ,kK=n

dizisi sinirhi olmadigindan LIM" x,,= @ dir. Ancak {1,4,9,...} kiimesinin dogal yogunlugu
stfir oldugundan

1) , egerr<lise

— LIM"x,, = { .o
st 1 [1—r,r—1], diger durumda

dir (Aytar, 2008).
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3.2. Normlu Uzaylarda Kaba Istatistiksel Yigilma Noktasi
Tanmm 3.2.1. 7 > 0 olsun. Eger her € > 0 i¢in
S({keN: ||x, —ull<r+ep) #0

olacak sekildeki ueX vektoriine (x,) dizisinin kaba istatistiksel yigilma noktasi denir. Bu

dizinin kaba istatistiksel yigilma noktalarinin kiimesi I} ile gosterilir.

r = 0 olmast durumunda Fridy (Fridy, 1993) tarafindan tanimlanan istatistiksel yigilma

noktas1 tamimi elde edilir. r; < 7, igin I}, * < I}, ? oldugu kolayca gbriiliir (Aytar, 2017).

Fridy (Fridy, 1993) tarafindan I, = IL2 kiimesinin kapali oldugu gosterilmistir. Asagidaki
teoremde ise Aytar (Aytar, 2017) her bir r > 0 igin I, kiimesinin kapali oldugunu

ispatlamistir.

Teorem 3.2.1. r > 0 olmak tizere herhangi bir (x,) dizisi i¢in, I} kiimesi kapalidir.

Ispat. I;7 + @ ve ’él_)T&yK = L sartin1 saglayan bir y = (y,.) I/ dizisini alahm. Her ¢ > 0
i¢in

S({keN: ||x, — vl <r+e€}) #0

oldugunu gosterelim.

€ > 0olsun. limy, = y, oldugundan bir k, = Kky(¢) € N vardir 6yle ki tim k > kK, igin
K—00

lye =yl <&

dir. jo > K, olacak sekilde j, alalim. Bu takdirde, ||ij -yl < % elde edilir.

Kabul edelim ki j, {keN: ||xK = Yj, || <r+ ;} kiimesinin bir elemani olsun.
€

b = il <7+

oldugundan,

<rteto=r+
r+—-—+—-—=Tr-—T¢&
22

1 = vl < [l = ol + [l =
dir. Buise je{ keN:||x, — y.|| < r + &} oldugunu gosterir.
Boylece

{KeN: [|x e = yp |l <7 +23E eN: llx, = yull <7 + €}

kapsamasi saglanir. Dogal yogunluga gecilerek
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S({ keN:||x, — yj0|| <r+ 2})S S({JeN:|lx, —yull < T +¢€})

elde edilir.

Kabuliimiizden, kapsamanin sol tarafindaki kiimenin dogal yogunlugu sifira esit
olmadigindan, sag tarafindaki kiimenin dogal yogunlugu da sifirdan farklidir. Béylece y, €

I, dir.

Eger uely ise 6({x:||lx, —ull <r+¢€}) #0 dir. K = {k:||x, —ull <r} olmak iizere,
Bolzano—Weierstrass teoreminden (x,).ex alt dizisinin bir istatistiksel yigilma noktasi
vardir. Eger bu nokta v ile gosterilirse|lu — v|| < rdir. O halde uelyl ise ||u —v|| < r
olacak sekilde bir v € I, vektorii vardir (Aytar, 2017).

() dizisi vardir dyle ki x, € I3, vehhk. igin ||x, — y, || < 7 dir (Aytar, 2017).
Ispat. Gereklilik. 7 > 0 ve & keyfi olsun. x,el} oldugunu var sayalim. O halde
K = {k € N:||x,, — x.|]| < r + €} olmak tizere §(K) # 0 dir.

z = (z,) dizisi keyfi bir dizi olmak tizere y = (y; ) dizisi asagidaki gibi tanimlansin.

X, Alxe = x|l <7 ve k €K
X=Xy
yK - xK + r ”x*_xK” ’ ”x* xK” > r ve K E K (3.1.)
Zy , KEK

O halde, her k € K i¢in

0 ;e = x|l < rise

lx, — x|l — 7 , diger durumda (3.2)

e = .1l = {

ve buradan [|x; — yill < r oldugu agiktir.

Simdi K< {k € N: ||y, — x.|| < €} kapsamasinin saglandigin1 gosterelim. Eger k, € K ise

0 zaman ||x,€0 — x.|| < r + edir. Dolayisiyla asagidaki iki durum miimkiindiir:

= 0 dir. Yani

< rise, (3.2.) den ||y, — x.

i Eger ||x,€0 — X,

Ko € {K € N: ||y, — x.|| < &} dir.
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> rise (3.2.) den ||y, — x.

ii. Eger ||x,€0—x* = ||xK0—x* —r<r+4+e-

r=e¢yani k, € {k € N: ||y, — x.|| < e} dir.

6(K)#0 ve K< {k€N:|y.— x|l <&} oldugundan §({x € N: ||y, — x|l <€}) # 0

elde edilir.

Yeterlilik. x, € I;, ve € > 0 olsun. Bu takdirde §({x € N:|[y, —x.|| <e&}) #0dir.j €

{k € N: ||y, — x.|| < €} alahm. Boylece

g = || < [l =il + llys = wll <7 + e
oldugundan j € {k € N: ||x,, — x.|| < r + €} dir.

Bu ise

{k € N: |y, —x.ll < e}c{x € Nillx, — x|l <7 + &}

kapsamasimin saglandigini gosterir. Sonug olarak §({k € N: ||x;, — x.|| < r + €}) # 0 dir
(Aytar, 2017).

Asagidaki teorem I} kiimesini bulmak i¢in kolaylik saglar.

Teorem 3.2.3.B,(p) = {y € X:|ly — p|l < r} olmak iizere ] = ngxB_r(p) dir (Aytar,
2017).

ispat. uepgpr_r(p) olsun. O halde ueB, (p) olacak sekilde en az bir p € I}7 vektorii vardir

yani|lu — pll < r dir. &> 0olsun.p € I, oldugundan§(K) # Osartin1 saglayan bir K =
K(e) = {k € N:||x,, — p|l < &} kiimesi vardir. Her k € K igin

e —ull < llxe —pll + llp —pll < e +7

oldugundan § ({k € N: ||x,, — ull < r + €}) # 0dir.

Ters kapsama i¢in pel olsun. O zaman her € > 0 igin

S{k EN:|lx, —ull<r+e}) #0

dir.

Simdi uepgpr—r(p) oldugunu gosterelim. u & pgpr—r(p) oldugunu kabul edelimyani

her perl, igin || — p|| > r olsun. I, kiimesi kapali oldugundan
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lw = pll = minf{lln — pll: pel’}
olacak sekilde bir p € I, vektorii vardir. Burada t her p €I, igin ||u—p|| >7r

oldugundan t = ||u — p|| > r yazabiliriz. €= t;—r olarak tanimlansin. Boylece
B=(Iy) = {y € X:min{lly — pll: p € I} < &}

olmak tizere

XN\B:() 2{yeX:llu—yll <r+¢}

dir.

I, in tanimindan {K: X, & B7(I; x)} kiimesi sifir yogunluga sahiptir. Buradan
{kixe € Bz} 2 {k: llxe —pll < e+ 7}

dir.

Bu kapsama iliskisinde 1) ({K: [, — ull < e+ r}) =0 oldugundan
6({k € N:||x, — ull < r + €}) # 0 ile gelisir (Aytar, 2017).

Teorem 3.2.4. x = (x,) dizisi istatistiksel yakinsaktir ancak ve ancak I} = st — LIM" x
dir (Aytar, 2017).

Ispat. Gereklilik. x = (x,) dizisi x, a istatistiksel yakinsak olsun. Bu durumda I}, = {x,}

olur. Teorem 3.2.3.den I = B,(x) = st — LIM" x elde edilir.

Yeterlilik. Teorem 3.2.3.den | B,(p)= ) B.(p) dir ancak ve ancak I, kiimesi ya bos kiime

ya da tek elemanlhidir. Boylece

st — LIM"x = () B,(p) =B, (x.)

oldugundan st — limx,;, = x, dir.

Teorem 3.2.4 de x = (x,.) dizisinin I,] € st — LIM" x,. kapsama iliskisinin saglanmasi i¢in
istatistiksel yakinsak olmasi gerekmez, fakat kapsamanin tersi ig¢in bu dizinin istatistiksel
yakinsak olmasi gerekmektedir (Aytar, 2017).
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3.3. Normlu Uzaylarda Kaba Istatistiksel Limit noktas

Tamim 3.3.1. r > 0 olsun. Eger (x,) dizisinin her € > 0 i¢in bir iy = iy(g)eN sayist var

ve tiim Kk > Kk i¢gin

e — vl <7 +¢

sartin1 saglayan seyrek olmayan bir (x,,) alt dizisi varsa v € X vektdriine bu dizinin kaba
istatistiksel limit noktas1 (veya r —istatistiksel limit noktasi) denir.

(x,) dizisinin tiim istatistiksel limit noktalarinin kiimesi A}, ile gosterilir (Aytar, 2017).

Eger r = 0 alinirsa (Fridy, 1993) tarafindan tanimlanan istatistiksel limit noktas1 kavrami
elde edilir. Simdi A% kiimesini karakterize eden bir sonuc¢ verelim. Ispati tanimlardan

kolaylikla elde edilir.

Onerme 3.3.1. v € A% vardir ancak ve ancak limsup||x,ci — v|| < rolacak sekilde (x,)
L—00

dizisinin seyrek olmayan bir (x,, ) alt dizisi vardir (Aytar, 2017).

Ornek 3.3.1. Diizgiin dagilimli bir (x,.) dizisi asagidaki gibi tanimlansin.

—<001011012101231 >
X = !!!JZP II3P3I PP4I4P4I y e

L,=1[01],I,=[0,1] ve A, =A%=¢ dir. Burada L,, x dizisinin tim adi limit
noktalarin1 gostermektedir. d uzunlugunun herhangi bir alt araliginda (x,) indislerinin

yogunlugu d nin kendisine esittir.

[—1,2]dir.

r = 1 olsun. Teorem 3.2.3. den I}} = |J By(p)

Simdi 1 € Alve 2 ¢ AL oldugu gosterilsin.
(xx,) dizisi her i € N igin x,, € |5, 1] olacak sekilde (x,.) dizisinin bir alt dizisi olsun. Alt
dizinin yogunlugu % dir yani (x,, ) alt dizisi seyrek olmayan bir alt dizidir.

ip = 1 olsun. Boylece, tim i > i, lar i¢in |xKi - 1| < 1+ & dir ve dolayisiyla 1 € AL dir.
Ayni alt diziyi kullanarak tiim a € (1,2) i¢in a € AL elde edilir. Benzer sekilde, her a €
(—1,2) i¢in a € Aldir.
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2 ¢ AL oldugunu gosterelim. Eger (x,ci) dizisi 2 ye 1-yakinsak olan (x,.) dizisinin keyfi bir

alt dizisi ise, bu alt dizi seyrektir. € > 0 olsun.

{iEN:xKi}z{iEN:|xKi—2| <1+£}U{iEN:|x,€i—2| 21+e}

(i€ Nixye)) = 8({i € Ni |, — 2| < 1+ e} Ufi € N: |, — 2| > 1 +¢)})
<5({ieN:|x, —2|<1+e})+6({i e N:|xp, — 2| =1+ ¢})

dir.

(x,ci) alt dizisi 2 ye 1- yakinsak oldugundan

S({ieN:|xy, —2|=1+¢})=0

elde edilir. [ uzunlugundaki herhangi bir aralikta x, lerin yogunlugu [ nin Kkendisi
oldugundan herhangi bir araliktaki x,, larin yogunlugu [ den daha kiigiiktiir.
Dolayisiyla

S({ieN:|x, -2/ <1+¢}) <e

Boylece 6({i € N: xki}) < e dir. € keyfi secildiginden 6({1’ € N: x,ci}) = 0 elde edilir, bu
ise (xki) dizisinin seyrek oldugunu gosterir. (x,cl.) alt dizisi keyfi oldugundan ispat
tamamlanir.

Benzer hesaplar -1 i¢in de yapilabilir.

Bu 6rnegin dogrudan bir sonucu olarak asagidakiler elde edilir.

o Eger I} ile A} kiimesini yer degistirirsek Teorem 3.2.1. saglanmaz.

e A, kiimesinin kapali degildir. Ayrica A} kiimesi r > 0 igin de kapali olmayabilir.

e x = (x,)dizisi reel sayilarin bir dizisi olsun. A, = @ olmasina ragmen sinirh
olabilir. Eger x dizisi seyrek olmayan sinirl bir alt diziye sahipse o zaman A}, # O

olacak sekilde bir r > 0 vardir (Aytar, 2017).

Teorem 3.3.2.Bir x = (x,.) dizisi i¢in A} € I,/ (Aytar, 2017).
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4. FUZZY SAYI DIiZILERININ KABA 4 -ISTATISTIKSEL
YAKINSAKLIGI

4.1. Fuzzy Say Dizilerinin Kaba A -Istatistiksel Yakinsakhg

Bu boéliimde normlu bir uzay olmayan fuzzy sayilar uzayindaki diziler i¢in kaba 4-
istatistiksel yakinsaklik kavrami tanimlanacaktir. Ayrica bu diziler i¢in kaba A- istatistiksel

yi1gilma noktasi ve kaba A- istatistiksel limit noktasi tanimlari verilecektir.

Bu kisimda r negatif olmayan bir reel say1 ve X = (X,) dizisi de fuzzy sayilarinin bir

dizisi olarak kabul edilecektir.

Tanmm 4.1.1. Eger Ve > 0 icin

lim = |{ely: (X, X) = 7 + €)| = 0

n—>oo An

r=S) _.

ise X = (X,) dizisi X fuzzy sayisina kaba A-istatistiksel yakmsaktir denir ve X, — X
seklinde gosterilir. Buradaki X noktasi (X)) dizisinin bir kaba A-istatistiksel limit

noktasidir. Ayrica, r sayisina yakinsaklik derecesi denir.
Eger r = 0 ve 1, = (n) alinirsa, fuzzy say1 dizilerinin istatistiksel yakinsaklig1 elde edilir.

Genel olarak, r > 0 i¢in bir dizinin kaba A-istatistiksel limiti tek degildir. Boylece kaba A-

istatistiksel limit kiimesi olarak adlandirilan asagidaki kiime tanimlanir.
- TSy

Sy~ LIM"X, = {£ € L(R):X, > X}

Eger S; — LIM" X, # @ ise (X,.) dizisi kaba A-istatistiksel yakinsaktir.

Fuzzy say1 dizilerinin kaba A —istatistiksel yakinsakligi kavramina neden ihtiya¢ duyuldugu
su sekilde ifade edilebilir. Bir X fuzzy sayisina yakisak olan herhangi bir Y = (Y,)
dizisinin terimleri ile islem yapmak, ticgensel fuzzy sayilarla islem yapmaktan daha zor

olabilir. Boylece bu dizinin elemanlarinin her biri i¢in,

1 _
lim— ({k € I,:d(Y,, X,.) >7}) =0
n Ay
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sartin1 saglayan li¢gensel bulanik sayilardan olusan bir X = (X,) yaklasim dizisi elde

edilebilir. Burada X = (X,.) dizisi X noktasina A — istatistiksel yakinsak degildir ancak
{kel:d(Y,X)=el2{kel,:d(X.,X) =71 +¢}

kapsamasi saglandigindan, yogunluga gecilerek
1 - N 1 - .
lim—({k € L:d(Y,X) = ¢)}) = lim—({k € L d(X. X) =T +€)}) =0
n A, n Ay

esitsizligi elde edilir. Bu ise X = (X,.) dizisinin X noktasina kaba A — istatistiksel yakinsak
oldugunu gosterir. Sonug¢ olarak bu yaklasim dizisi fuzzy sayr dizileri ig¢in

hesaplayacagimiz islemleri oldukca kolaylastirir.

Oncelikle Teorem 4.1.1. in ispatinda kullanilacak olan, bir dizinin kaba A —istatistiksel
limit noktalariyla A —istatistiksel limit supremumu ve limit infumumu arasindaki iliskiyi

veren bir lemma verelim.

Lemma4.1.1. Her X € S, — LIM" X, igin

li}lnﬁ({x € I,:d(Sy — limsupX,., X) >1}) =0

ve

1i£ni({x € I,: d(Sy — liminfX,, X) > r}) = 0 dir.

Ispat. Kabul edelim ki lim%({x € I &(5,1 - limsupX,c,)?) > r}) # 0 olsun. Bu
n n

takdirde

d(Sy — limsupX,, X) —
2

&=
olacak sekilde & > 0 tanimlanabilir.

Sy-limit supremum tanimindan &, (K;) # 0 olacak sekildeki her bir k € K; i¢in

d(S, — limsupX,, X,) < &

dir.

Diger taraftan X € S, — LIM" X, oldugundan &, (K,) = 0 olacak sekildeki her bir k € K,

i¢in
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dXeX)=r+¢&

dir

K = K;NK5 olsun. O zaman §;(K) # 0 olur. Boylece her k € K igin,
d(Sy — limsupX,., X) < d(S) — limsupX,, X,) + d(X,, X) <7+ 2&
=1+ d(S) — limsupX,., X) —r = d(S) — limsupX,, X)

yazilabilir. Buradan

d(Sy — limsupX,, X) < d(S; — limsupX,, X)

elde edilir ki bu bir celiskidir.

Benzer sekilde lim = ({K € I,: J(SA — liminfX,, X ) > r}) = 0 oldugu gosterilir.
n ln

Teorem 4.1.1. Eger S; — LIM™ X, # @ ise

Sy — LIM"X,. € [S; — limsupX,. — 1, S; — liminf X, + r]
dir.

ispat.e > 0ve X € S, — LIM"X, olsun. O halde

1 - -
lim—|{rc € ln:d(XK,X) >r+ s}| =0
n A,

dir. Yani 8, (K;) # 0 olacak sekildeki her bir x € K; igin,

supmax{|X_“—)?g‘ ,|ﬁ—)?g } <r+e¢
0=as1 —
veya
sup |X¥— X% <r+e sup ﬁ—}?ﬂ <r+e¢
0sas1 — 0sas1

dir. Boylece lim% |K;| # 0 olmak iizere tiim k € K; i¢in,
n n

X—(n+e)<X, <X+ +9

dir. Buradan iki durum elde edilir.
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Birinci durum:

lim/,li l{k: X, < X+ (ry + )} #0yani X + (r; +€) € Gy ve Lemma 4.1.1. den
n n

Sy — limsupX, = supG, =pu <X+ (r; + ¢)
dir.
Ikinci durum:

liznﬁ [{x: X, > X — (ry + &)}| # 0 yani X — (1 + ;) € Fx ve Lemma 4.1.1. den

Sy — liminfX, = infFy =p =X — (1, + &)
dir.

Boylece, X € [S) — limsupX,. — 1,5, — liminf X, + r] elde edilir.

Teorem 4.1.2. X = (X,.) dizisinin S, — LIM™ X,. kiimesinin ¢ap1 2r den biiyiik degildir.

ispat. d (A B)>2r olacak sekilde A,BeS, —LIM"X alalim. ¢ € (0,d (A B)/2 —r) keyfi

olsun.

ABeS, —LIM'X oldugundan,

Ky ={k€lpdX,A) =r+e}ve K, ={k € L;:d(X,,B) =1 + ¢}
olmak iizere & >0 icin, lizni IK,| = 0ve liznﬁ |K,| = 0 dir.
Béylece, her bir k € K, N K, i¢in

d(4,B) <d(X,,A) +d(X,,B) <2(r + &) =d(A,B)

oldugundan celigki elde edilir. O halde ¢ap 2r den biiyiik olamaz.

Teorem 4.1.3. I§r()2) :{Y eL(R):d(Y,X)< r}olmak lizere eger X = (X,.) dizisi X fuzzy
sayisina A — istatistiksel yakinsak ise Sy — LIM" X, = B,.(X) dir.

Ispat. £ > 0 olsun. Kabuliimiizden
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My ={k € I,:d(X,, X) = ¢}

olmak tizere lim — [M;| = 0 dir.

n—oo An

Y € B,(X) alalim. O halde her k € M{ igin,

dXe V) <dX. X)+d(X,Y)<e+r

vardirbuise Y € S; — LIM" X,. oldugunu gosterir.

Simdi Y € S, — LIM™ X, oldugunu kabul edelim. O halde
My ={k € I,:d(X,X) =7+ ¢}

olmak tizere lim % |M,| = 0 dir.
n—oo 1n
Boylece her k € M{NM5 igin,
d(Y,X) <dX. V) +d(X.X) <2e+7

elde edilir. € keyfi oldugundan her k € M{NMg igin d(Y,X) < r dir. Bu ise Y € B.(X)

oldugunu gosterir.

4.2. Fuzzy Say: Dizilerinin Kaba A -Istatistiksel Y1g1lma Noktasi

Tamm 4.2.1. r = 0 olmak lizere, Ve > 0 icin
_ 1 _
lim sup — |{kel: d(X,,n) <7+ ¢} >0
now” A
olacak sekilde n fuzzy sayisina X, dizisinin kaba A — istatistiksel yigilma noktas1 (veya r;-
istatistiksel y1gilma noktasi) denir.

Tum ry-istatistiksel yigilma noktalarmm kiimesini I} (X) ile gosterelim.

Egerry, < myise I;*(X) € I;2(X) dir. Ayrica, 7 = 0 ve 4, = (n) igin Aytar (Aytar, 2005)

tarafindan tanimlanan istatistiksel yigilma noktas1 kavrami elde edilir.

Teorem 4.2.1. Herhangi bir X = (X,) dizisi ve Vr > 0 i¢gin I} (X) kiimesi kapalidir.

Ispat. I (X) # @ ve limY,, = ¥ olacak sekilde Y = (Y,) I3 (X) olsun. Ve > 0 igin
K—00

1 - -
lim Sup -~ |{K€In: d(XK,Y) <r+ e}l >0
n

n—-oo

dir.
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g > Oalalim. limY, = Y oldugundan Vk > k, igin J(YK, 17) < E olacak sekilde bir xy =
n—-oo

Ko(€) € N vardir. j, > K, olacak sekilde bir sabit j, alalim. O halde d(Y;,,¥) < 2 dir.
jE€ {Keln: d(X.Y,) <r+ %} olsun. d(X,, Y, ) <r +§ oldugundan

S s=r+
—t+-=r+¢
2 2

d(X., V) <d(X.Y,)+d(Y,, V) <r+
dir. Buise j € {kel,:d(X,,¥) < r + &} oldugunu gosterir.
Boylece, {Keln: d(X.Y,) <r+ %} c {kel,;: d(X,,Y) <7 + ¢} elde edilir.

Buradan

. 1 - £ . 1 - ~
lim sup — |{K€In: d(X. V) <r+ §}| < lim sup > [{rel:d(X,, V) <7+ €}

n—-oo /1n

saglandigindan ve kabuliimiizden ¥ € I3 (X) oldugu ispatlanr.

Teorem 4.2.2. 7 > 0 olsun X € I3(Y) ve h.h.k i¢in d(X,.,Y,) < r olacak sekilde Y = (Y,
varsa X € I3 (X) dir.

ispat: £ > 0 olsun. Kabul edelim ki X € I;(Y) olsun. Bu takdirde

lim sup 5-|{iely: d(¥,, 8) < €| > 0

dir.

j € {kel,: d(Y,, X) < €} alahm. Buradan
d(X;, X)<d(X,Y;)+d(V, X)<r+ ¢
oldugundan

j € {kel,:d(X,, X) < r + &} elde edilir. Bu ise
{kel,:d(Y,, X) < e} € {kel,:d(X,, X) <71+ ¢}
kapsamasinin saglandigini gosterir. O halde

rlli_r)lgosupineln: d(Y.X) <e}| < }l%supiﬂxdn:cf(Xk,)?) <r+el
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esitsizligi yazilir.
X € I(Y) oldugu igin
. 1 < 5
r{l_{rgosupz |{K€In: d(XK,X) <r+ £}| >0

dir. Sonug olarak X € Iy (Y) elde edilir,

Teorem 4.2.3. B,(C)={Y e L(R):d(Y,C) <r} olmak iizere,

U B.(C)cI,(X)

Cel, (X)
dir.

Ispat. 77 U B.(C) olsun. O halde 7 € B, (C) olacak sekilde en az bir C el ,(X)

Cel',(X)

vardir.

e > 0olsun. C eI, (X) oldugundan, lim sup % |K| > 0 olacak sekilde bir
n—-oo n

K = K(e) = {kel,: d(X,, C) < &} kiimesi vardir. Buradan Vx € K icin
dX,n) <dX,,C)+d(C,n) <r+e¢
yazilacagindan

lim supiHKeln: dXen) <r+e}|>0

n—oo

elde edilir. Bu ise n € I} (X) oldugunu gosterir.

Teorem 4.2.4. X = (X,) dizisi A-istatistiksel yakinsak bir dizi ise st — LIM"X,, € I} (X)
dir.

Ispat. X = (X,) dizisi X fuzzy sayisina A -istatistiksel yakinsak olsun. O halde (X,)
dizisinin - istatistiksel y1g1lma noktas1 tek ve I3 (X) = (X) dir. Teorem 4.2.3. den

Ucer,x) B.(X)=B.(X) ey
dir. Ayrica Teorem 4.1.3.den S, — LIM" X, = B, (X) oldugundan
st — LIM" X, € I} (X) saglanir.
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4.3. Fuzzy Say Dizilerinin Kaba A -Istatistiksel Limit Noktasi

Tanmmm 4.3.1.r > 0 olsun. X = (X,) fuzzy say1 dizisinin bir 9 fuzzy sayisina kaba
yakinsayan ve A-nonthin (seyrek olmayan) bir alt dizisi varsa, 9 fuzzy sayisina (X,.) fuzzy

say1 dizisinin kaba A-istatistiksel limit noktasi (veya ry-istatistiksel limit noktas1) denir.

Tum ry-istatistiksel limit noktalarinin kiimesini A} (X) ile gosterelim.

r = 0 ve 4, = (n) icin Aytar (Aytar, 2005) tarafindan tanimlanan istatistiksel limit noktasi
kavramu elde edilir.
Teorem 4.3.1. A3(X) < I} (X) dir.

Ispat. Kabul edelim ki 9 € A}(X) olsun. Béylece (X,)dizisinin 9 fuzzy sayisma kaba

yakinsak A-nonthin (seyrek olmayan) bir (X, .) alt dizisi vardir. Yani

0
1

lim sup — |{k(Del;:i EN} =t >0

nw © A

dir. Ve > Oigin

{kel:d(X,,9) <71 +¢}o {K(i)eln: d (Xk(i),ﬁ) <r+ s}

kapsamasi saglandigindan ,

{kel,: d(X,, 9) <71+ &} 2 {k(Del:i € N} {lc(i)eln: J(Xk(i),ﬁ) >r+ e}

yazabiliriz. (X, ), 9 ye kaba yakinsak oldugundan Ve > 0 igin

K@
{k(i)el,: cf(XK(i),ﬁ) >7r+ ¢}

kiimesi sonludur. Boylece

1 _
lim sup — |{kel,: d(X,, 9) <7 + €}
n—oo An

> lim supil{rc(i)el :i € N}| — lim supi|{lc(i)el :d(X . 19) >r+ £}|
= o /171 n oo An n k() =
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1
= lim sup — |[{k()el:i EN}| =t >0
n—->0oo An
dir. Sonug olarak

1 _
lim sup — |{K’6[n: dX,,9) <r+ £}| >0
oo U A

elde edilir. Bu ise 9 € I} (X) oldugunu ispatlar.
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