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YUKSEK LiSANS TEZi

IKINCI MERTEBELI KISMI DIFERANSIYEL DENKLEMLER ICIN CAUCHY VE
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Bu tezde gosterilmis kaynaklar incelenerek Cauchy ve Goursat problemleri ikinci mertebeli
kismi diferansiyel denklemler i¢in ele alind1 ve ayr1 ayr1 6rneklerde bu problemlerin ¢oziimii

gosterildi.

Ikinci mertebeli kismi diferansiyel denklemlerin genel ¢dziimiinii bulmak icin bu
denklemlerin kanonik (sade) sekle getirilmesinin yontemi gosterildi ve bazi kismi diferansiyel

denklemlerin genel ¢ozlimlerinin bulunmas1 gosterildi.

Ikinci mertebeli kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin karakteristik denklemleri tanimlandi
ve karakteristik denklemlerin ¢éziimiiniin varlig1 i¢in gerek ve yeter sarti gosteren teorem

verildi ve ispatlandi.
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ABSTRACT

MASTER THESIS

CAUCHY AND GOURSAT PROBLEMS FOR SECOND-ORDER PARTIAL
DIFFERENTIAL EQUATIONS AND THE SOLUTION OF THESE PROBLEMS
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By analyzing the sources cited in this thesis, Cauchy and Goursat problems are discussed for
second-order partial differential equations and the solutions of these problems are shown in

separate examples.

In order to find the general solution of second order partial differential equations, the method
of converting these equations to canonical (simple) form is shown, and the general solutions

of some partial differential equations are shown.

The characteristic equations of second order partial differential equations are defined and the
theorem showing the necessary and sufficient condition for the solution of characteristic

equations is given and proved.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Simgeler Aciklamalar
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1.GIRIS
Aranan fonksiyonun ve onun farkli farkli mertebeden tiirevlerinin dahil oldugu her bir

baglantiya diferansiyel denklem denir.

Diferansiyel denkleme dahil olan aranan fonksiyon iki veya daha ¢ok serbest degiskene bagl
oldugunda bu diferansiyel denkleme kismi tiirevli diferansiyel denklem veya sadece kismi

diferansiyel denklem denir.

Iki serbest degiskene bagli ikinci mertebeli kismi diferansiyel denklem genel olarak asagidaki

sekilde yazilir.

ou du 0*u 0*u 0*u
=0 (1.1)

F ) ) F_)_I ) )
(x Yt ox dy’ 0x?’ 0xdy’ dy?
Bu denklemde u=u(x,y) serbest x,y degiskenlerine bagli aranan fonksiyondur. F(...)

fonksiyonu ise argumentlerinin verilmis fonksiyonudur.

Ele aldigimiz u=u(x,y) fonksiyonunun (1.1) denkleminde istirak eden tiirevlerini ve
u=u(x,y) fonksiyonunun kendisini (1.1) denkleminde uygun olarak yerlerine yazdigimizda
(1.1) denklemi aynen saglandiginda bu wu=u(x,y) fonksiyonuna (1.1) diferansiyel

denkleminin ¢6zlimii denir.
(1.1) diferansiyel denklemi yiiksek mertebeli tiirevlere nazaran lineer oldugunda bu
diferansiyel denkleme Kvazi lineer kismi diferansiyel denir.

Iki serbest x ve y degiskenlerine bagli ikinci mertebeli Kvazi lineer kismi diferansiyel

denklem genel olarak

0%u 2
A(x,y, U, Uy , Uy )W + 2B(...)

0%u 0%u
axay+c("')6_yz+f("')=0 (1.2)

seklinde yazilir.

Burada A(...), B(...) ve f(...) fonksiyonlar1 x,y,u,,u, argumentlerinin verilmis

fonksiyonlaridir.

Ele aldigmmiz (1.1) diferansiyel denklemi aranan u=u(x,y) fonksiyonuna ve kismi

. . .. du du 9%u d%u ?u ., . .
diferansiyel denklemde istirak eden —,—,—;, ,ve — tiirevlerine nazaran lineer
dx’ 0y’ 9x2’ 0xoy ay?

oldugunda bu denkleme lineer kismi diferansiyel denklem denir.

Iki x, y serbest degiskenlerine bagh lineer kismi diferansiyel denklemi genel olarak



2 2 2

2u
A(x,y)ﬁ+ 2B(x,y) 923y

+G6(x,y)u=F(x,y)

0°u du du
+ C(x,y)=—+D(x,y)—+ E(x,y) —
( y)ayz Co,y) -+ E( y)ay (13)

seklinde yazilir.

Mekanigin ve fizigin bircok problemlerinin ¢6ziimii ikinci mertebeli kismi diferansiyel

denklemlerin ¢6ziimiiniin bulunmasina ve incelenmesine getirilir.

Fiziksel problemlerin ¢o6ziimiinde fiziksel problemlerin anlami ile bagli ilave sartlarin
saglanmas1 da gerekir. Bu ek sartlar adeta baslangi¢ sartlar1 (Cauchy sartlari, sinir sartlar

(mesela Goursat sartlar1)) olabilir.

Dikkate alalim ki (1.1), (1.2) ve (1.3) sekilli diferansiyel denklemleri genel olarak ¢6zmek
icin,yani ¢Oziimiinii bulmak i¢in bu denklemlerin sade (kanonik) sekilli denklemlere

getirilmesi problemi kismi diferansiyel denklemler teorisinde esas problemlerden biri sayilir.

Ikinci mertebeli kismi diferansiyel denklemin genel ¢oziimiiniin bulunmasi da esas
problemlerdendir. Tkinci mertebeli kismi diferansiyel denklemin genel ¢6ziimiinii bulmak i¢in

bu denklemin kanonik (sade) sekle getirilmesi gerekir.

(1.1),(1.2),(1.3) kismi diferansiyel denklemlerinin genel ¢6ziimii 6yle u= u(x,y) fonksiyonuna
denir ki, bu fonksiyon ele alinmig diferansiyel denklemi saglasin ve bu denklem igin ele
almmig mesela Cauchy ve Goursat problemlerinin ¢oziimii bu u=u(x,y) ¢oziimiinden

alinsin.

Bu tezde once iki serbest degiskene bagli ikinci mertebeli Kvazi lineer veya lineer
diferansiyel denklemlerin kanonik sekle (sade sekle) getirilmesi yontemi gosterilecek ve
ikinci mertebeli kismi diferansiyel denklemler i¢in Cauchy ve Goursat problemleri ele

alinacak,incelenecek ve ayri1 ayr1 6rneklerde bu problemlerin ¢oziimii yapilacaktir.



2. ON BILGILER VE BAZI ACIKLAMALAR
2.1. iki serbest degiskene bagh ikinci mertebeli kismi diferansiyel denklemlerin kanonik
(sade) sekle getirilmesi

Burada ikinci mertebeli serbest x ve y degiskenlerine bagli kismi diferansiyel

0?2 0%u 2 ou 0u)

u d°u
A — + 2B — +F —,—= 2.1
G y) 55 +2B(xy) 9x3y + C(x,y) 377 + (x Yo By 0 (2.1)

denklemini ele alalim ve bu denklemin kanonik sekle getirilmesi yontemini gosterelim.

Bu (2.1) denklemini kanonik sekle getirmek i¢in bu denklemdeki x ve y degiskenlerini yeni

§=¢&(x,y),
(2.2)

n=ny)

degiskenleri ile degistirelim (Mamedov,Cafarov,1971).

Buradaki (2.2) dontisimiindeki & = é(x,y), n =n(x,y) fonksiyonlarinin iki kez siirekli

diferansiyellenen fonksiyonlar olduklar1 var sayilir.

Bu (2.2) sisteminin x ve y degiskenlerine nazaran bir degerli ¢oziilebilmesi igin (2.2)
doniisiimlerinin Jakobiyaninin ele alinmig bolgede sifirdan farkli oldugu var sayilir. Boylece,

burada (2.2) doniistimiiniin

|a€—' afl
D& _|ox ady|_0§ dn _dn ¢ 2.3)
D(x,y) dn 0n dx dy 0x dy .

ax dy

formiilii ile tanimlanan Jakobiyaninin ele alinmis D bolgesinde sifirdan farkli oldugu var
sayilir.(2.1) denklemini kanonik sekle getirmek i¢cin bu denklemdeki x ve y degiskenlerine
nazaran kismi tlirevleri ¢ ve 7 degiskenlerine nazaran kismi tiirevlerle ifade etmemiz gerekir.
Bunun i¢in aranan u=u(x,y) fonksiyonunu x ve y degiskenlerini karmagik fonksiyonu olarak
alip bu fonksiyonlarin uygun tiirevlerini bulmak gerekir.Boylece,burada aranan u fonksiyonu

& ve n degiskenlerine bagli ve £ ve 1 degiskenleri x ve y degiskenlerine bagl alinir.

Boylece, burada karmagsik fonksiyonun tiirevinin bulunmasi formiiliine dayanarak



Ju OJu ag+au an
dx 0& dx 0n dx

(2.4)
Ju OJu 65 Ju 617

3y 9t ay on oy
esitlikleri bulunur.

(2.1) denklemindeki ikinci mertebeden kismi tiirevleri, mesela

azu_ 0 <6u> 0%u 0 <6u> azu_ 0 (au)

ax2  odx\ox)'  oxdy ady\ax)'  9y? ay\dy

tirevlerini ¢ ve 7 degiskenlerine nazaran tiirevlerle ifade etmek i¢in, yine de karmagsik

fonksiyonun tiirevinin bulunmasi formiiliinii uygulayarak asagidaki sekilde hesaplama yapilir.

0’u 0 (6u) <6u o0& Lo ou 67])
dx2  9x\dx) 0x\d¢ dx ' an ox
0 <6u> 08  Ou 0%¢ . 0 <6u> on N ou 9°%n
~ ox 0¢ & 9x% ' 9x\on/) ox ' 9n ox?

_ (0%u 6§+ d0%u an ag+ 0%u 9¢ 0%u oy +6u 62§+6u62n
~ \0&% 0x  0&dn 0x ) ox 0¢ 0x? 0dn dx?

3zalpox * 3P0«

Burada sonuncu esitlikteki parantezleri acarak asagidaki esitlik bulunur.

92u  9%u a§)2+ 9%u 9¢ an 62u<6n)2 du 0%¢  du 0%y

oTu _07u 0 s Om | 07w Omy"  Ou 07 | Ou 07n 25
ax?  9E2 <6x 9%an ox ox " on?\ox) T oF ax2 " an ox2 (2-3)

Ayni yontemle (2.4) formiillerinin ikincisini kullanarak ve benzer hesaplamalar yaparak

asagidaki esitlikler bulunur.

0%u  0%u 0&\* _ 0%u 0& dn 02u on\*> Ou 0%¢ Ou 92

___<_5> N _5_’7+_(_’7) L ou 0% ou T 2.6)
dy? 0§2\dy 0%dn oy dy ~ on*\doy/ = 9 dy*  On 0y?

0%u 2u 90¢ 0¢ + (E)f on L9 o0& 017) 0%u an on Lo ou 0%¢

axay 6{2 dx dy 0édn\dx dy dy dx/ 0n? dx dy 0& 0xdy 27

ou 0%n
+_
don 0xdy




(2.1) denklemindeki kismi tiirevler i¢in bulunmus olan (2.4),(2.5),(2.6) ve (2.7) ifadelerini
uygun olarak (2.1) denkleminde yerlerine yazdigimizda (2.1) denklemi § ve n degiskenlerinde
asagidaki sekilde yazilir:

=0 (2.8)

_0%u _0%°u _0%u ( u E)u)
&nu, 3%

Burada (2.8) denklemindeki A, B, C katsayilar1 asagidaki esitliklerle tanimlanmis olur:

_ 9&\? 9¢ 9 98\

A(«S,n):A<£) +23££+c(£> (2.9)
_ _ 08 0n d¢ dn 0¢& On 0¢ dn
B(E,T])—Aaa+3(a@+@a>+ @@ (2.10)
_ on\> an 0 n\>

C(E,n)=A<£) +23££+c(£) @.11)

Burada (2.2) dontsiimiindeki  &(x,y) ve n(x,y) fonksiyonlarini 6yle segmek olur ki;

asagidaki li¢ halden yalniz bir tanesi saglanir:

A=0,C =0
A=0,B =0
A=CB=0

(2.8) denkleminde bu ii¢ halden biri saglandiginda (2.1) denklemi kanonik (sade) sekle

getirilmistir denir.

Simdi burada (2.1) denklemini kanonik sekle getirebilen &(x,y) ,n(x,y) fonksiyonlarinin
varlig1 hakkindaki teoremi yazip ispatlayalim (Mamedov,R. ,Cafarov,G. ,1971).

2.2. Kismi tiirevli (2.1) diferansiyel denklemini kanonik sekle getiren &(x,y) ,n(x,y)

fonksiyonlarinin varligi hakkindaki teorem

Burada, mesela A=0 ve C = 0 esitliklerinin saglanmasi i¢cin € = &(x,y) , n = n(x,y)

fonksiyonlarinin se¢ilebildigini gésterelim.

Burada (2.9) ve (2.10) ifadelerini dikkate alarak

A, =A<g—i)z+23 g—ig—i+c(g—§)2 =0

Ve



_ on\> dn on on\°

esitliklerinin saglanmasi i¢in & (x, y) ve n(x, y) fonksiyonlarinin her birinin kismi tiirevli

0z\° 0z 0z 9z\°
- =) = 2.12
4 <6x) 28 ox dy +e (ay) 0 (212)
diferansiyel denkleminin % #0 sartin1 saglayan iki farkli ¢ézlimiiniin olmasi gerekir.

Burada asagidaki teorem dogrudur (Aliyev,1995;Tixonov,Saamarskiy,1962;Sobolev
,1966;Caglayan,Celebi,2010;Mamedov,Cafarov,1971).

Teorem. z = ¢@(x,y) fonksiyonunun bir D bolgesinde

07\ > 0z 0z 07\ >
- _ ) = 2.12
4 <6x) s dx dy +C (031) 0 ( )

denkleminin ¢6ziimii olmasi i¢in gerek ve yeter sart

o(x,y) = Cy, (Cy = Sabit)

baglantisinin
dy\* d

A(—y) 2 4c=0 (2.13)
dx dx

denkleminin bu D bdlgesinde genel integrali olmasidir.

Gerekliligin ispati: Burada z = ¢(x,y) fonksiyonunun (2.12) denkleminin ¢6ziimii oldugunu

var sayalim. Bu durumda

(p(x' }’) = CO'

esitligini saglayan egriler ailesinin (2.13) denkleminin genel integrali oldugunu ispatlayalim.

Burada
@(x,y) = Co,
esitligini saglayan her bir egri lizerinde dg diferansiyelinin sifira esit oldugu, yani

0 d
d<p=—(pdx+—(p

dx 6ydy=0

esitliginin saglandig aciktir.

[P dp 0 ] qosmse e
Bu sonuncu esitligin her yanini % % carpimina boldiiglimiizde



dx dy_/1
[T
dy 0x

esitligi bulunur. Bu sonuncu esitlikten de

op op
dx = 21—, dy=-1—
X Y ox

esitlikleri bulunur.

Bu sonuncu esitlikleri kullanarak

dp\* 9 2
A(dy)? — 2Bdxdy + C(dx)* = 2* [A (E) F2Bg o C <—> l
esitligi elde edilir.

Varsayimimiza gore ¢@(x,y) fonksiyonu (2.12) denkleminin ¢oziimii oldugundan sonuncu

esitligin sag yanindaki parantez igerisindeki ifade sifira esit olur.
Buradan da D bélgesinde @ (x,y) = C, esitligini saglayan her bir egri tizerinde
A(dy)? — 2Bdxdy + C(dx)* =0

veya
dy\? ay | ~_
A(2) =282+ c=0
esitligi saglanir.

Bu ¢(x,y) = Cy baglantisnin  (2.13) diferansiyel denkleminin genel integrali oldugunu

gosterir. Teoremin gereklilik sart1 ispatlanmis oldu.

Yeterliligin ispati: Burada ¢@(x,y) = C, baglantisinin (2.13) denkleminin genel integrali
oldugunu var sayalim.Bu durumda z= ¢(x,y) fonksiyonunun (2.12) denkleminin ¢dziimii

oldugunu ispatlayalim. Bu amacla D bolgesinde keyfi bir My(xo,y0) € D noktasini alalim.

Burada

‘P(X'J’) = CO



esitliginin  My(x0,y0) noktasindan gecen egrinin denklemi oldugunu, yani M;(x0,Y0)
noktasindan gecen egrinin @ (x,y) = C, denklemini aynen sagladigin1 var sayalim. Bu

durumda ad1 gecen egrinin tiim noktalarinda

dx  dy _
3~
dy 0x

esitligi saglanacaktir.
Bu sonuncu esitlikten

dg do
dx—/la, dy = —A— (2.14)

esitlikleri bulunur.

Burada ele aldigimiz egri (2.13) denkleminin integral egrisi oldugundan burada dx ve dy i¢in

bulunmus olan (2.14) ifadesini (2.13) denkleminde dx ve dy -nin yerlerine yazdigimizda

0\’ dp 09 dp\”
2 _r — i R =
A [A(ax) y dx 6y+C(6y) 0

esitligi bulunur.

Buradan da
do 2 do dp do 2
Al— 2B—— — =
<6x> * dx dy + (Oy) 0

esitliginin My(x0,Y0) € D noktasindan gegen ve @ (x,y) = C, esitligini saglayan her bir egri
tizerinde saglandigi goriiliir.
Burada M,(x0,y9) noktas1 D bolgesinden alinmis keyfi nokta oldugundan z = ¢(x,y)

fonksiyonunun D bdélgesinin her bir noktasinda da

do 2 dp dp dp 2_ PP o e eetes
A (5) + 2B 3% 3y +C (5) =0 (%, y) € D esitliginin saglandig1 goriiliir.

Bagka bir deyisle z = ¢@(x,y) fonksiyonunun (2.12) denkleminin ¢dziimlerinden biri oldugu

goriiliir. Boylece yeterlilik sart1 da ispatlandi. Teorem ispatlanmis oldu.
2.3. Kismi tiirevli (2.1) sekilli diferansiyel denklemlerin siniflandirilmasi ve kanonik sekilleri

(2.13) denklemine (2.1) denkleminin karakteristik denklemi denir. Bu (2.13) denklemini z—i’

ifadesine nazaran ¢ozerek asagidaki denklemler sistemi bulunur.



dy B+VBZ—AC dy B-VBZ—AC (2.15)

dx A © dx A

Bu sonuncu denklemlerin genel integrallerini uygun olarak
@(x,y) = Cy, (C; = Sabit)
Y(x,y) = C,, (C, = Sabit)

ile gosterelim.

Bu @(x,y) =C,Y(x,y) = C, esitliklerinin tanmimlandig1 egrilere (2.1) denkleminin

karakteristikleri denir.
Dikkate alalim ki,
B2—AC>0
sart1 saglandiginda (2.1) denkleminin karakteristikleri reel ve farkli olurlar.
Burada
B2—AC<0

sart1 saglandiginda (2.15) sisteminin ¢oziimleri kompleks eslenik oldugundan bu hal i¢in (2.1)

denkleminin karakteristikleri kompleks eslenik olurlar. Ama

B2—AC=0
sart1 saglandiginda (2.15) sisteminden bu karakteristiklerin birbirine esit reel olduklari
goriliir.

(2.9),(2.10) ve (2.11) esitliklerini kullanarak

=2 s (PEm)
proAcs (D(x,y)

2
) (B2 — AC)

esitliginin saglandig1 goriiliir.

Bu esitlikten de % # 0 sartinda & = &(x,y),n = n(x,y) dontsiimiiniin (2.1) denkleminin

tipinin degismedigi goriiliir.
Karakteristiklere dayanarak (2.1) denklemi agagidaki sekilde siniflandirilir:

1) B2 — AC > 0 sart1 saglandiginda (2.1) denklemine hiperbolik tip denklem denir.



2)B? — AC < 0 sart1 saglandiginda (2.1) denklemine eliptik tip denklem denir.
3)B? — AC = 0 sart1 saglandiginda (2.1) denklemine parabolik tip denklem denir.

(2.1) sekilli diferansiyel denklemlerde ¢(x,y) ve ¥(x,y) fonksiyonlar1 (2.15) sisteminin
¢Oziimii oldugunda (2.1) denklemi i¢cin B? — AC > 0 sartinda

A=0, (C=0
sartlar1 saglanir ve B # 0 olur ve &€ = ¢(x,y) ,n = P(x,y) doniisiimii ile (2.1) denklemi

0%u ( ou 6u)
1 ) )

1_
- - - — = —— 2.16

seklinde denkleme getirilmis olur.(2.16) sekilli denkleme hiperbolik tip diferansiyel

denkleminin kanonik sekli denir.

(2.1) denklemi eliptik tip denklem oldugunda, yani bu denklem icin B? — AC < 0 sarti
saglandiginda (2.1) denkleminde ¢ = @(x,y) ,n = Y(x, y) doniisiimii yapildiginda

A=C, B=0
esitlikleri saglanir ve (2.1) denklemi

0%°u 0%u (2.17)

o "o

=——=F

Ju odu
)

1
= F == =
2 (E,n,u, ¢’ an A

seklinde denkleme getirilmis olur.

(2.17) sekilli denkleme eliptik tip diferansiyel denklem denir.

(2.1) denklemi parabolik tip diferansiyel denklem oldugunda bu denklemde & = @(x,y) ve

n = n(x,y) olarak % # 0 sartim1 saglayan ikinci mertebeden siirekli diferansiyellenen

,n = n(x,y) fonksiyonunu segmekle

A=0, B=0

sartin1 saglayan doniisiimii yaparak (2.1) denklemi

0%u ou ou
— = —,— 2.18
aT’Z F3 (Elnlu’ af’an) ( )

sekline getirilmis olur.

(2.18) sekilli denkleme parabolik tip denklem denir.



Boylece,(2.1) sekilli kismi diferansiyel denklemlerin smiflandirilmasi yapildi ve kanonik

sekilleri gosterilmis oldu.

2.4. (2.1) sekilli kismi diferansiyel denklemlerin kanonik sekle getirilmesine ait 6rnekler.

Ornek 1:Burada

0%u . 0%u Cos? 0%u c ou 0
P inx 320y 0s%x 3y 0sx 3y =

denkleminin kanonik sekle getirilmesini gdsterelim ve bu denklemin genel ¢oziimiini

bulalim.
Ele aldigimiz bu denklemde
A=1,B = —Sinx, C=—Cos?x oldugundan
B? — AC =Sin*x+Cos*x =1>0
sart1 saglanir. Bu yiizden ele aldigimiz denklem Oxy diizleminde hiperbolik tip denklemdir.
Ele aldigimiz denklemin karakteristik denklemler sistemi
dy +(1+ Sinx)dx =0,
dy -(1- Sinx) dx =0
seklindedir. Bu denklemler sistemini ¢ozerek
x+y — Cosx=Cj,
x—y+Cosx =C,
esitliklerini bulunur.
Bu yiizden de
é=x+y — Cosx,
n =x—y+Cosx
doniigiimlerini yaparak verilmis denklemi kolaylikla agsagidaki kanonik sekle getirilmis olur:

°u 0
dxdy




Bu denklemi 6nce 1 degiskenine nazaran sonra ise ¢ degiskenine nazaran integralleyerek bu

denklemin genel ¢oziimii
u(§,n) = @) +¥(n)
seklinde bulunur.

Buradaki ¢ ve 3 fonksiyonlar1 ikinci mertebeye dek siirekli diferansiyellenen keyfi
fonksiyonlardir. ¢ ve n degiskenlerinin degerlerini bu genel ¢6ziimde yerlerine yazdigimizda

ele aldigimiz denklemin genel ¢6ziimii
u(x,y) = o(x +y — cosx) + P(x - y + cosx)

seklinde bulunmus olur.

o 2 2
Ornek 2: x? 272 -2 g—; = 0 denkleminin tipini belirleyelim kanonik sekle getirelim ve bu

denklemin genel ¢ézlimiinii bulalim.

Ele aldigimiz denklemde
A=x?B=0, C=—y?
oldugundan
B? — AC = x?y?

esitligi her bir x#0, y#0 i¢in saglanir. Bu yilizden de ele aldigimiz denklem x#0 ve y#0
bolgesinde hiperbolik tip diferansiyel denklemdir.

Ele aldigimiz denklemin karakteristik denklemini
x*(dy)*—y*(dx)*=0
veya
(xdy+ydx)(xdy-ydx)=0
seklinde yazarak
xdy+ydx=0,
xdy-ydx=0

karakteristik denklemler sistemini buluruz. Bu denklemleri degiskenlerine ayirdigimizda



)

y X y X

d dx d dx
14 0 14 =0

sistemi bulunur. Bu sistemi ¢ozerek
Iny + Inx = Incy,
Iny — Inx = Inc,,

¢Ozlimleri elde edilir. Buradan da
xXy=c Y _ c
y 1 2

karakteristik denklemler sisteminin genel integralleri bulunmus olur.
Ele aldigimiz denklemde

- _Y
¢ =xy, n=3Z

doniisiimlerini yaparak ele aldigimiz denklemdeki kismi tiirevleri

du OJud§ dudn du du y

ax g ox omox 0§’ omxt’

ve

Ju Ouodé Jduodn Ju Ju 1

— =t —— === Xx+=—-

dy 0¢& dy 0n dy 0§ on x
esitliklerini kullanarak

0*u  0%u 0%u y? 0%u y? ou y

= y2 _ 47 __ 7
o202 "ot 2 o vt T iy 28

azu_ 262u+2 0%u N 1 0%u
ayz X 9gz " “gran " xZon?

seklinde bulunur.

2 2
ZTZ ve ZTIZL kismi tlirevleri i¢in bulunmus bu ifadeleri ele aldigimiz denklemde uygun olarak

yerlerine yazarak ele aldigimiz denklemi asagidaki sekle doniistiiriilmiis olur:

0’u 1 du B

oton 2t0n

Buldugumuz bu denklemi ¢6zmek i¢in bu denklemde



ou
67]_

degisimini yapalim. Bu durumda sonuncu denklem asagidaki sekilde yazilir:

v
—=V

2565— :

sonuncu denklemi degiskenlerine ayirarak ¢dzelim. Burada

dv  dg

v o2&’
InV = lnf% + Inc
V=cm¢
esitligi bulunur.

Burada c(n) katsayis1 n degiskenine bagli keyfi fonksiyondur.

V' fonksiyonu i¢in buldugumuz sonuncu ifadeyi

au_V
677_

esitliginde yerine yazarak

ou
% = C(TI)\/E

esitligi bulunur.

Bu sonuncu denklemi ¢ozerek

w = [ ctndn + i) = VEe,tn + e1(©)
veya

u = Ec,() + ¢1.(8)
esitligi bulunur,

Bu sonuncu esitlikte

- =Y
S=xy, =7



alarak ele aldigimiz kismi tiirevli diferansiyel denklemin genel ¢oziimii

y
u(x,y) = \/xy c (;) +c1(xy)
seklinde bulunmus olur.
Buradaki c;(xy) ve ¢ (%) fonksiyonlar1 iki kez siirekli diferansiyellenen keyfi
fonksiyonlardir.

Omek 3: xu,, — 2./xy Uyy + YUyy +0,5u, =0 denkleminin tipini belirleyelim ve bu

denklemi kanonik sekle getirelim.
Ele aldigimiz bu denklemde

A=x, B =—/xy, C=y
oldugundan

B2—AC=xy—xy=0

esitligi her bir x ve y i¢in saglandigindan ele aldigimiz denklem Oxy diizleminde parabolik

tip denklemdir.

Bu denklemin bir tane karakteristik denklemi

dy __ [
dx x
seklinde yazilir.

Bu denklemi degiskenlerine ayirarak ¢ozelim.

dy dx
- == Vx+.y=c (¢ = Sabit)
REE v

Bu yiizden de verilmis denklemde

E=Vx+. [y, n=vVx

degisimini yaparak verilmis denklemin kanonik sekli
1
Unn _ﬁ(“f +u,)=0

seklinde elde edilir.



3. IKINCi MERTEBELI KISMi DIFERANSIYEL DENKLEMLER iCiN CAUCHY
VE GOURSAT PROBLEMLERI
3.1.Cauchy Problemi

Burada ikinci mertebeli kismi turevli lineer

PP LA L L (3.1)
dx2 0xdy dy? 0x dy u=f '

diferansiyel denklemini ele alalim.

Burada (3.1) kismi diferansiyel denkleminin katsayilar1 olan A(x,y), B(x,y), C(x,y), D(x,y),
E(x,y) ve G(x,y) fonksiyonlarinin ve diferansiyel denklemin sag yanindaki f(x,y)
fonksiyonunun belli bir bélgede tanimlanmis yeterince siirekli diferansiyellenen fonksiyonlar

olduklarini var sayalim.

Oxy diizleminde koordinat eksenlerine paralel olan her bir dogru ile yalniz bir noktada

kesisen bir £ egrisinin verildigini, bu egrinin denkleminin
y=9(®
oldugunu ve £ egrisinin (3.1) denkleminin karakteristikleri ile cakismadigini var sayalim.

(3.1) diferansiyel denkleminin £ egrisi lizerinde
‘LL(X, }’) |y=g(x) = (pO(x)r

du(x,y)

3y = ¢1(x), (3.2)

y=g(x)

sartlarin1 saglayan ¢6ziimiiniin bulunmasi problemine (3.1) denklemi i¢in Cauchy problemi

denir (Petrovsky,1962).

3.2.Goursat problemi

Ele aldigimiz (3.1)denkleminin karakteristiklerini
§(xx,y) =cy, nx,y) =c,

ile gosterelim.

Bu sonuncu esitlikleri degiskenlerine nazaran ¢oziip
y =&, c1), ¥y =m(xcp)

esitliklerini bulalim.

(3.1) denkleminin



u(x, Y)lyzfl(x,cl) =1, (x),
u(x' y)|y=171(x,cz) = lpz(x); (3.3)

sartlar1  saglayan ¢Oziimiiniin  bulunmasi1 problemine Goursat problemi denir

(Tixonov,Saamarskiy,1962;Sobolev,1966).



4. CAUCHY VE GOURSAT PROBLEMLERININ COZUMUNUN BULUNMASINA
AIT ORNEKLER

4.1.Sonsuz(sinirsiz) telin serbest titresimleri denklemi icin Cauchy probleminin ¢oziimii

Burada simirsiz telin serbest titresimlerinin

0%u 0%u
Sz =05,  —o<x<+w,  t>0 (4.1)

denkleminin (Tixonov,1962)
u(x, )le=o = ¢1(x),
ue (68|, _, = 0200, (4.2)

baslangi¢ sartlarim1 saglayan ¢oziimiiniin bulunmasi problemini, yani (4.1)-(4.2) Cauchy

probleminin ¢éziimiinii bulalim. Bu amagla (4.1) denklemini

0’u  0%u
2~ T 4.3
a E RS 0 (4.3)

seklinde yazalim.

Bu (4.1) veya (4.3) denkleminde a > 0 sayis1 telde dalganin ortalama yayimlanma hizini
gosterir. Burada (4.3) denkleminin genel ¢oziimiinii bulmak i¢in bu denklemi kanonik sekle

getirelim. Bu denklemde

oldugundan ve uygun olarak
B2—AC=a%*>0

oldugundan (4.3) denklemi hiperbolik tip denklemdir.(4.3) denkleminin karakteristik

denklemi
dt
a2 (E) —1=0 (4.4)
seklinde yazilir.

Buradan da (4.3) denkleminin karakteristik denklemler sistemi
dx —adt =0,
dx + adt = 0, (4.5)

seklinde bulunur.



(4.5) denklemlerinin genel integralleri uygun olarak

x—at=c, (c; =Sabit)

x+at=c,, (c;=>Sabit)

seklinde bulunur.

Boylece,(4.3) denklemini kanonik sekle getirmek icin (4.3) denkleminde

& =x—at,

n=x+at

doniistimiinii yapmamiz gerekir.

Burada karmagik fonksiyonun tiirevinin hesaplanmasi formiiliinii kullanarak

Ju OJu 6€+6u 6n_6u+6u
ox 0f 0x on dox 09& on’

Ju OJudé OJu dn Ju du du OJu

=t t=—az+a—=—a(5z-=)

at o0& dt o0n ot 0¢ on ¢ 0n
esitlikleri bulunur.

Bu esitlikleri kullanarak tiirevleri asagidaki sekilde bulunur:

0x2’ otz

azu_ 0 (au) 0 <6u+6u) 0 <6u>+ 0 <6u>
0x2  dx\dx/) 9x\o&  odn) 0x\9&) 0x\dn

0%u 06 0%*u on 0%u 0¢ 0%u oy

=387 ox T 9%ay ax | a¢an ox | an? ox

B 0%u N 0%u N 0%u N 0%u B 0%u o 0%u N 0%u
082 " 9¢on  0¢éan  on?  9&2 T o&on  on?¥

Boylece

0°u  0%u 0°u  0%u

0x2  0&2 2 0éon * on?

esitligi bulunmus oldu.

Benzer sekilde

(4.5)

(4.6)



0%u 5 0%u 0°u  0%u
- =a -2 +
FIE 9ez ~ “dgan " on?

esitligi bulunur.

2 2
Burada ZTI: ve ZTZ tiirevleri i¢cin bulunmusg bu ifadeleri (4.3) denkleminde uygun olarak

yerlerine yazdigimizda (4.3) denkleminin kanonik sekli

62
agf;; =0 (4.7)
seklinde elde edilir.

(4.7) denklemini

selan) =

seklinde yazalim. Bu sonuncu denklemin her yanin1 ¢ degiskenine nazaran integralleyerek

Jdu

Erl o)

esitligi bulunur. Burada 6 (n) fonksiyonu n degiskenine bagh keyfi fonksiyondur.

Bu sonuncu esitligin her yanini dn ile ¢arpip 1 -ya nazaran integralledigimizde

= f 8(n)dn + 6, ()

esitligi bulunur. Bu esitlikte

f 6(n)dn = 6, (n)
alarak sonsuz telin serbest titresimlerinin denkleminin genel ¢oziimii

u=6:(§) + 6 (4.8)
seklinde bulunmus olur.
Bu (4.8) esitliginde

& =x—at,

n=x+at

ifadelerini uygun olarak (4.8)de yerlerine yazarak (4.3) denkleminin genel ¢oziimii



u(x,t) =6,(x —at) + 6,(x + at) 4.9)
seklinde bulunmus olur.
(4.3) denkleminin (4.9) seklindeki genel ¢oziimiine Dalambert ¢6ziimii denir.

(4.9) formiilindeki 6; ve 6, fonksiyonlarmin argumentlerine nazaran iki kez siirekli

diferansiyellenen keyfi alinmis fonksiyonlardir.
Simdi burada (4.1) denkleminin (4.9) formiilii ile verilen genel ¢6ziimiinii kullanarak (4.1)-
(4.2) Cauchy problemini ¢ozelim bu amagla (4.2) baslangi¢ sartlarini kullanarak
0,(x) + 6,(x) = p;(x),
—ab; (x) + ab;(x) = @,(x),
sistemini yazalim.

Bu sistemin ikinci denklemini (0, x) aralig1 lizere integralleyerek 6; ve 6, fonksiyonlarinin

bulunmasi i¢in asagidaki denklemler sistemi bulunur.

01 (x) + 0,(x) = @, (x),

1
0.0 = 0,00 === [ ga()ds + ¢

0

Bu sistemde
¢ =61(0) — 6,(0)
olmakla keyfi sabit sayidir.

Bu sonuncu sistemi 68, (x) ve 6, (x) fonksiyonlarina nazaran ¢ozerek

X

1 1 c
0;(x) = 5 @1(x) —Ef @,(s)ds +§.
0

X
1 1 c
0.0 =5 0100 +5- [ 9a()ds =5
0
esitlikleri ¢ikar.
0,(x) ve 6,(x) fonksiyonlari i¢in buldugumuz bu ifadeleri (4.1) denkleminin genel (4.9)

¢oziimiinde uygun olarak yerlerine yazdigimizda (4.1)-(4.2) Cauchy probleminin ¢oziimiinii

asagidaki sekilde bulunur:



x+at

! 4.10
+oo | e @.10)

x—at

@,(x — at)+e,(x + at)
2

u(x,t) =

4.2.Smirsi1z(sonsuz) telde 1s1 iletisimi denklemi icin Cauchy probleminin ¢oziimii:

Burada sonsuz telde 1s1 iletisiminin

ou 0%u
E:azﬁ, —oo<x < +oo, t>0 (411)

denkleminin (Tixonov,1962)
u(x, t)li=o = @(x), —o0<x<+oo, (4.12)
baslangi¢ sartini saglayan Cauchy probleminin ¢dziimiinii bulalim.

Bu problemdeki ¢(x) fonksiyonunun —oo < x < 400 araliginda tanimlanmus, siirekli ve
sinirli fonksiyon oldugunu var sayalim.(4.11) denkleminde A=a?, B=0,C=0 oldugundan
B? — AC =0 esitligi saglanir. Bu yiizden de (4.11) denklemi parabolik tip denklemdir.(4.11)
denklemi parabolik tip denklemin kanonik seklindedir.

Burada 6nce,(4.11) denkleminin
ulx,t) =T(t)X(x) (4.13)
seklinde trivial (aynen sifir olmayan) olmayan genel ¢éziimiinti bulalim.

(4.13) seklinde aranan ¢Oziimii (4.11) denkleminde aranan u(x,t) ¢Oziimiiniin yerine

yazdigimizda
T'()X(x) = a’T() X" (x)
veya

T'(@)  X"(x)
a’T(t) X&)

—)2

esitligini bulunur. Burada A? sabit bir parametredir.

Bu sonuncu esitlikten aranan T(t) ve X (x) fonksiyonlari igin asagidaki
T'(t) + a?2%T(t) = 0,
X"(x) +22X(x) =0,

denklemleri bulunur.



Burada
T(t) = p—a’A%t
fonksiyonu birinci denklemin bir ¢éziimidiir.
Ikinci denklemin genel ¢dziimii ise
X(x) = AcosAx + BsinAx
seklindedir.
Burada A ve B sabit sayilar1 A parametresine bagl olabilen keyfi sabit sayilardir.
Burada A parametresi keyfi degerler alabilen parametredir.
Burada (4.13) esitligine dayanarak
u(x, t) = e" P[4 cosAx + B(A)sinAx] (4.14)
fonksiyonunun keyfi A(A) ve B(A) icin (4.11) denkleminin ¢6ziimii oldugu goriliir.

(4.11) denklemi lineer homojen kismi diferansiyel denklem oldugundan bu denklemin (4.14)

sekilli ¢oziimiiniin A parametresine nazaran integrali de (4.11) denkleminin ¢6ziimii olabilir.

Boylece,
oo 292
u(x, t) = f e~ ¥ t[A(N)cosAx + B(A)sinAx] dA (4.15)

formiiliindeki integral yakinsak oldugunda ve bu integrali bir kez t degiskenine nazaran
diferansiyelleyebildigimizde ve iki kez x degiskenine nazaran diferansiyelleyebildigimizde bu

(4.15) formiilii ile bulunan u(x, t) fonksiyonu (4.11) denkleminin genel ¢6ziimii olur.

Bu (4.15) formiiliindeki A(1) ve B(A) katsayilarini dyle segelim ki, (4.12) Cauchy sart1 da

saglansin.

Bu amagcla (4.15) formiiliinde ¢ =0 alip (4.12) Cauchy sartin1 kullanarak asagidaki esitligi

bulunur:
p(x) = f oo[A(/l)cos)uc + B(A1)sinAx] dA (4.16)

Bu (4.16) esitligindeki A(A1) ve B(A) katsayilarin1 bulmak i¢in ¢ (x) fonksiyonunun Fourier

dontigiimiinii yazalim:



+00 [ +co +00

1
<p(x)=ﬁf f @(&)cosAédE. cosAx + f p(&)sinAédé. sindx | dA

— 00 —00 — 00

Bu sonuncu agilimi ¢ (x) fonksiyonunun (4.16) agilimi ile karsilastirdigimizda A(A1) ve B(4)

katsayilari i¢in asagidaki ifadeleri bulunur:

Am=%f¢mmmm Bm=%j¢@mmﬁ 4.17)

A(1) ve B(A) katsayilarmim (4.17) ifadelerini (4.15) formiliinde uygun olarak yerlerine
yazarak (4.11)-(4.12) Cauchy probleminin ¢6zlimii agagidaki sekilde bulunur:

1 | T
u(x, t) = E_]- e @At J. @(&)cos(é§ —x)dE|dr =
% f f P(&)e~ VX teos)(6 — x)déE|dA
0 —00

Bu sonuncu agilimda integrallerin sirasini degistirerek u(x,t) fonksiyonu i¢in asagidaki
formiilii elde edilir:

o

uet) == [0©

—00

f e~ PteosA(E — x)dA| dE (4.18)

0

Burada (4.18) formiiliindeki parantez igerisindeki
f e~ FteosA (€ — x)dA
0

. . _q2)2 . . . e e e e
integrali e =% 4"t fonksiyonunun kosinus Fourier doniisiimii olup

_G=x)?
e 4a%t (4.19)

f e~ P teosA(E — x)dA = vr
) 2a\/t

formiilii ile hesaplanir (Tixonov,Saamarskiy,1962).

Bu (4.19) esitligini (4.18) esitliginin sag yanindaki parantezde yerine yazarsak (4.11)-(4.12)

Cauchy probleminin ¢dziimii



o

u(x,6) = f 0(©)

—00

1 _(-x)?
e 4aZt d& (4.20)

2aymt

seklinde elde edilmis olur.
4.3.Goursat probleminin ¢dziimiine ait bir 6rnek
Burada

0%u 0’u 1ou

- - = 4.21

denklemi i¢in Goursat problemini yazip ¢ozelim.

Bu amagla (4.21) denkleminin karakteristiklerini bulalim. Bu (4.21) denkleminde
A=1,B=0, C=y oldugundan B> — AC = —y > 0 olur.

Bu yiizden de ele aldigimiz (4.21) denklemi hiperbolik tip diferansiyel denklemdir.

Ele aldigimiz (4.21) denkleminin karakteristik denklemi

seklinde bulunur.

Bu denklemlerin genel ¢oziimleri
Py =x -2y =¢;
oY) =x+2/"y = c;
olduklarindan (4.21) denkleminde x ve y degiskenlerini
E=x— 2\/—_y
n=x+ 2\/—_y

degisimi ile yapilmasi gerekir.

(4.22)

Burada



Ju OJu ag+au 6n_6u+6u
ox 0f 9x on dox 09& on '

Ju Oud§ Odudn 1 Ou 1 Ju

—_— = =
dy 0§ dy ondy [-ydS [—yon

oldugundan ve

0%u _ 9%u (af)z N d%u on 0¢ N 92%u <an)2 N du 0%¢ N du 92n
0x2 082 \ox 0é0n dx dx  dn? \ox 0¢ 0x?  0n 0x?
0%u 0°u  0%u

= 2
gz " 3o T on?

boylece ,

0°u  0%u 0°u  0%u

ax2 =382 T 2ozan T a2

olur.

Burada

dy

9%u  0%u (65)2 9%u on 0¢ 0%u (an)z du 0%¢ ou 0%y

a7~ a2 agan ay dy * on? \ay) " 9% ay? " an ay?

B 0%u 1+2 0’u  10%u 1 (au au)
9§* y yod&an yon* 2y [—y\0& dn

boylece,

azu_ 10%u 2 9%u 10%u 1 u OJu

L e
dy? yadé? yodéon yon* 2y [—y\0¢ On

esitligi elde edilir.
Bulunmus bu tiirevleri ele aldigimiz denklemde uygun olarak yerlerine yazip

sadelestirdigimizde ele aldigimiz denklemin kanonik sekli

0%u _o
d&on

seklinde bulunur. Bu sonuncu denklemin genel ¢oziimii

u($,n) = 6:(5) + 62(n)

seklinde yazilir.



Burada

E=x—-2/-yn=x+2/-y
karakteristiklerini iistteki esitlikte ¢ ve n -nin yerlerine yazdigimizda ele aldigimiz (4.21)

denkleminin genel ¢oziimi
u(x,y) = 0,(x — 2,/=y) + 6,(x + 2./—y) (4.23)
seklinde bulunur.

Burada 6; ve 6, fonksiyonlarmin argumentlerinin iki kez siirekli diferansiyellenen keyfi

alinmis fonksiyonlardir.

Simdi (4.21) denkleminin

Li:x—2/-y=0

karakteristiginin OB kisminda ve

Lyx+2,/-y=0

karakteristiginin AB kisminda verilmis

1
u(x, Y, =1 (x), 0<x< 5
(4.24)
1
uCeyl, =9.(x),  S=x<1

sartlarin1 saglayan Goursat problemini ¢ozelim.

Burada

2)-+)
v (5) = (5
sartinin saglanmasi gerekir.

Simdi ele aldigimiz (4.21)-(4.24) Goursat problemini ¢ézmek i¢in (4.21) denkleminin genel
(4.23) ¢ozlimiinde (4.24) Goursat sartlarin1 kullanarak 6; ve 8, fonksiyonlarinin bulunmasi

icin agagidaki denklemler sistemi bulunur:

IA
N -

6:(0) +6,(2x) =¢,(x), 0=<x

0,(2x — 1) + 6,(0) = ¥, (%), %s x<1



Bu sistemden
0:(2x — 1) = P, (x) — 6,(0)
0,(2x) = P, (x) — 6,(0)

veya

—2/-y+1
01(x —2/=y) = ¥, (x vt ) = 6,(1),

2

2./—
O2(x +2=y) =¥ (#) — 6:(0)

esitlikleri bulunur.

Buradan da
+ 2,/ —2/—y+1
u(xy) =, (#) 4 (x [t ) ~ [6:(0) + 6,(1)]

esitligi ¢ikar.

Sarta gore 1 G) =1, G) esitliginin saglanmasindan

1 1
0,0) + 0,(D) =, (5) ~ ¥ 5)
esitligi saglanir.

Boylece, ele aldigimiz (4.21)-(4.24) Goursat probleminin ¢oziimii

+2./= —2 /=y +1 1
ux,y) =y, (#) + Y, (x \/Z_y ) - (E)

seklinde bulunmus olur.



SONUC
Bu tezde ikinci mertebeli kismi diferansiyel denklemler i¢in Cauchy ve Goursat problemleri
ele alindi. Tezin konusu ile baglantili &n bilgiler ve 6n bilgilerin agiklamalari verildi. Ikinci
mertebeli kismi diferansiyel denklemlerin kanonik (sade) sekle getirilmesinin yontemi
gosterildi. Ayr1 ayri 6rneklerde ikinci mertebeli kismi diferansiyel denklemlerin kanonik sekle

getirilmesi ve bu denklemlerin genel ¢oziimiiniin bulunmasi gosterildi.

Sonsuz telin(siirsiz telin) titresimleri denklemi i¢in ve sinirsiz telde 1s1 iletisimin denklemi

icin Cauchy problemlerinin ¢6ziimiiniin bulunmas1 gosterildi.

Ikinci mertebeli kismi tiirevli bir diferansiyel denklem igin bir Goursat problemi ele alindi ve

¢oziildil.
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