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ÖZET 

YÜKSEK LİSANS TEZİ 
 

İKİNCİ MERTEBELİ KISMİ DİFERANSİYEL DENKLEMLER İÇİN CAUCHY VE 
GOURSAT PROBLEMLERİ VE BU PROBLEMLERİN ÇÖZÜMÜ ÜZERİNE 

 
Mürsel CEYLAN 

 
YOZGAT BOZOK ÜNİVERSİTESİ 

LİSANSÜSTÜ EĞİTİM ENSTİTÜSÜ 
 

MATEMATİK ANABİLİM DALI 

 
TEZ DANIŞMANI: Doç. Dr. Abdullah SÖNMEZOĞLU 

 

Bu tezde gösterilmiş kaynaklar incelenerek Cauchy ve Goursat problemleri ikinci mertebeli 

kısmi diferansiyel denklemler için ele alındı ve ayrı ayrı örneklerde bu problemlerin çözümü 

gösterildi. 

İkinci mertebeli kısmi diferansiyel denklemlerin genel çözümünü bulmak için bu 

denklemlerin kanonik (sade) şekle getirilmesinin yöntemi gösterildi ve bazı kısmi diferansiyel 

denklemlerin genel çözümlerinin bulunması gösterildi. 

İkinci mertebeli kısmi türevli diferansiyel denklemlerin karakteristik denklemleri tanımlandı 

ve karakteristik denklemlerin çözümünün varlığı için gerek ve yeter şartı gösteren teorem 

verildi ve ispatlandı. 

2022, 41 SAYFA 

ANAHTAR KELİMELER: Cauchy problemi,Goursat problemi,karakteristikler metodu. 
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MASTER THESIS 

 
CAUCHY AND GOURSAT PROBLEMS FOR SECOND-ORDER PARTIAL 

DIFFERENTIAL EQUATIONS AND THE SOLUTION OF THESE PROBLEMS 
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MATHEMATICS DEPARTMENT 
 

SUPERVISOR: Assoc. Prof. Dr. Abdullah SÖNMEZOĞLU 
 

By analyzing the sources cited in this thesis, Cauchy and Goursat problems are discussed for 

second-order partial differential equations and the solutions of these problems are shown in 

separate examples.  

In order to find the general solution of second order partial differential equations, the method 

of converting these equations to canonical (simple) form is shown, and the general solutions 

of some partial differential equations are shown.  

The characteristic equations of second order partial differential equations are defined and the 

theorem showing the necessary and sufficient condition for the solution of characteristic 

equations is given and proved.  

2022, 41 PAGE 
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SİMGELER VE KISALTMALAR 
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1.GİRİŞ 

Aranan fonksiyonun ve onun farklı farklı mertebeden türevlerinin dahil olduğu her bir 

bağlantıya diferansiyel denklem denir. 

Diferansiyel denkleme dahil olan aranan fonksiyon iki veya daha çok serbest değişkene bağlı 

olduğunda bu diferansiyel denkleme kısmi türevli diferansiyel denklem veya sadece kısmi 

diferansiyel denklem denir. 

İki serbest değişkene bağlı ikinci mertebeli kısmi diferansiyel denklem genel olarak aşağıdaki 

şekilde yazılır. 

ܨ ቆݔ, ,ݕ ,ݑ
ݑ߲
ݔ߲

,
ݑ߲
ݕ߲

,
߲ଶݑ
ଶݔ߲

,
߲ଶݑ
ݕ߲ݔ߲

,
߲ଶݑ
ଶݕ߲

ቇ ൌ 0 (1.1) 

Bu denklemde =ݑ	(ݕ,ݔ)ݑ serbest ݕ,ݔ değişkenlerine bağlı aranan fonksiyondur.	ܨ(…) 

fonksiyonu ise argumentlerinin verilmiş fonksiyonudur. 

Ele aldığımız =ݑ	(ݕ,ݔ)ݑ fonksiyonunun (1.1) denkleminde iştirak eden türevlerini ve 

 fonksiyonunun kendisini (1.1) denkleminde uygun olarak yerlerine yazdığımızda (ݕ,ݔ)ݑ	=ݑ

(1.1) denklemi aynen sağlandığında bu =ݑ	(ݕ,ݔ)ݑ fonksiyonuna (1.1) diferansiyel 

denkleminin çözümü denir. 

(1.1) diferansiyel denklemi yüksek mertebeli türevlere nazaran lineer olduğunda bu 

 diferansiyel denkleme Kvazi lineer kısmi diferansiyel denir. 

İki serbest ݔ ve ݕ değişkenlerine bağlı ikinci mertebeli Kvazi lineer kısmi diferansiyel 

denklem genel olarak 

,ݔ൫ܣ ,ݕ ,ݑ ௫ݑ , ௬ݑ ൯
߲ଶݑ
ଶݔ߲

൅ …ሺܤ2 ሻ
߲ଶݑ
ݕ߲ݔ߲

൅ …ሺܥ ሻ
߲ଶݑ
ଶݕ߲

൅ ݂ሺ… ሻ ൌ 0 (1.2) 

şeklinde yazılır. 

Burada ܤ ,(…)ܣ(…) ve ݂(…) fonksiyonları ,ݕ,ݔ	ݑ௫ , ௬ݑ  argumentlerinin verilmiş 

fonksiyonlarıdır. 

Ele aldığımız (1.1) diferansiyel denklemi aranan =ݑ	(ݕ,ݔ)ݑ fonksiyonuna ve kısmi 

diferansiyel denklemde iştirak eden 
డ௨

డ௫
, డ௨
డ௬
, డ

మ௨

డ௫మ
, డ

మ௨

డ௫డ௬
, 	݁ݒ డ

మ௨

డ௬మ
  türevlerine nazaran lineer 

olduğunda bu denkleme lineer kısmi diferansiyel denklem denir. 

 İki ݔ,  serbest değişkenlerine bağlı lineer kısmi diferansiyel denklemi genel olarak ݕ



 
 

,ݔሺܣ ሻݕ
߲ଶݑ
ଶݔ߲

൅ ,ݔሺܤ2 ሻݕ
߲ଶݑ
ݕ߲ݔ߲

൅ ,ݔሺܥ	 ሻݕ
߲ଶݑ
ଶݕ߲

൅ ,ݔሺܦ ሻݕ
ݑ߲
ݔ߲

൅ ,ݔሺܧ ሻݕ
ݑ߲
ݕ߲

൅ ,ݔሺܩ ݑሻݕ ൌ ,ݔሺܨ  ሻݕ

(1.3) 

şeklinde yazılır. 

Mekaniğin ve fiziğin birçok problemlerinin çözümü ikinci mertebeli kısmi diferansiyel 

denklemlerin çözümünün bulunmasına ve incelenmesine getirilir. 

Fiziksel problemlerin çözümünde fiziksel problemlerin anlamı ile bağlı ilave şartların 

sağlanması da gerekir. Bu ek şartlar adeta başlangıç şartları (Cauchy şartları, sınır şartlar 

(mesela Goursat şartları)) olabilir. 

Dikkate alalım ki (1.1), (1.2) ve (1.3) şekilli diferansiyel denklemleri genel olarak çözmek 

için,yani çözümünü bulmak için bu denklemlerin sade (kanonik) şekilli denklemlere 

getirilmesi problemi kısmi diferansiyel denklemler teorisinde esas problemlerden biri sayılır. 

İkinci mertebeli kısmi diferansiyel denklemin genel çözümünün bulunması da esas 

problemlerdendir. İkinci mertebeli kısmi diferansiyel denklemin genel çözümünü bulmak için 

bu denklemin kanonik (sade) şekle getirilmesi gerekir. 

(1.1),(1.2),(1.3) kısmi diferansiyel denklemlerinin genel çözümü öyle =ݑ	(ݕ,ݔ)ݑ fonksiyonuna 

denir ki, bu fonksiyon ele alınmış diferansiyel denklemi sağlasın ve bu denklem için ele 

alınmış mesela Cauchy ve  Goursat problemlerinin çözümü bu =ݑ	(ݕ,ݔ)ݑ çözümünden 

alınsın. 

Bu tezde önce iki serbest değişkene bağlı ikinci mertebeli Kvazi lineer veya lineer 

diferansiyel denklemlerin kanonik şekle (sade şekle) getirilmesi yöntemi gösterilecek ve 

ikinci mertebeli kısmi diferansiyel denklemler için Cauchy ve Goursat problemleri ele 

alınacak,incelenecek ve ayrı ayrı örneklerde bu problemlerin çözümü yapılacaktır. 

 

 

  



 
 

2. ÖN BİLGİLER VE BAZI AÇIKLAMALAR 

2.1. İki serbest değişkene bağlı ikinci mertebeli kısmi diferansiyel denklemlerin kanonik 

(sade) şekle getirilmesi 

Burada ikinci mertebeli serbest ݔ ve ݕ değişkenlerine bağlı kısmi diferansiyel 

,ݔሺܣ ሻݕ
߲ଶݑ
ଶݔ߲

൅ ,ݔሺܤ2 ሻݕ
߲ଶݑ
ݕ߲ݔ߲

൅ ,ݔሺܥ	 ሻݕ
߲ଶݑ
ଶݕ߲

൅ ܨ ൬ݔ, ,ݕ ,ݑ
ݑ߲
ݔ߲

,
ݑ߲
ݕ߲
൰ ൌ 0 (2.1) 

denklemini ele alalım ve bu denklemin kanonik şekle getirilmesi yöntemini gösterelim. 

Bu (2.1) denklemini kanonik şekle getirmek için bu denklemdeki ݔ ve ݕ değişkenlerini yeni 

ߦ ൌ ,ݔሺߦ  ,ሻݕ

ߟ ൌ ,ݔሺߟ  ሻݕ
(2.2) 

değişkenleri ile değiştirelim (Mamedov,Cafarov,1971). 

Buradaki (2.2) dönüşümündeki ߦ ൌ ,ݔሺߦ ߟ ,ሻݕ ൌ ,ݔሺߟ  ሻ fonksiyonlarının iki kez sürekliݕ

diferansiyellenen fonksiyonlar oldukları var sayılır. 

Bu (2.2) sisteminin ݔ ve ݕ değişkenlerine nazaran bir değerli çözülebilmesi için (2.2) 

dönüşümlerinin Jakobiyanının ele alınmış bölgede sıfırdan farklı olduğu var sayılır. Böylece, 

burada (2.2) dönüşümünün  

,ߦሺܦ ሻߟ
,ݔሺܦ ሻݕ

ൌ ተተ

ߦ߲
ݔ߲

ߦ߲
ݕ߲

ߟ߲
ݔ߲

ߟ߲
ݕ߲

ተተ ൌ
ߦ߲
ݔ߲
	
ߟ߲
ݕ߲

െ
ߟ߲
ݔ߲
	
ߦ߲
ݕ߲

 (2.3) 

formülü ile tanımlanan Jakobiyanının ele alınmış D bölgesinde sıfırdan farklı olduğu var 

sayılır.(2.1) denklemini kanonik şekle getirmek için bu denklemdeki ݔ ve ݕ değişkenlerine 

nazaran kısmi türevleri ߦ ve  ߟ değişkenlerine nazaran kısmi türevlerle ifade etmemiz gerekir. 

Bunun için aranan =ݑ	(ݕ,ݔ)ݑ fonksiyonunu ݔ ve ݕ değişkenlerini karmaşık fonksiyonu olarak 

alıp bu fonksiyonların uygun türevlerini bulmak gerekir.Böylece,burada aranan ݑ fonksiyonu  

 .değişkenlerine bağlı alınır  ݕ ve ݔ değişkenleri ߟ  ve ߦ değişkenlerine bağlı ve ߟ  ve ߦ

Böylece, burada karmaşık fonksiyonun türevinin bulunması formülüne dayanarak   



 
 

ݑ߲
ݔ߲

ൌ
ݑ߲
ߦ߲
	
ߦ߲
ݔ߲

൅
ݑ߲
ߟ߲
	
ߟ߲
ݔ߲

 

ݑ߲
ݕ߲

ൌ
ݑ߲
ߦ߲
	
ߦ߲
ݕ߲

൅
ݑ߲
ߟ߲
	
ߟ߲
ݕ߲

 

(2.4) 

eşitlikleri bulunur. 

(2.1) denklemindeki ikinci mertebeden kısmi türevleri, mesela 

߲ଶݑ
ଶݔ߲

ൌ
߲
ݔ߲

൬
ݑ߲
ݔ߲
൰ ,

߲ଶݑ
ݕ߲ݔ߲

ൌ
߲
ݕ߲

൬
ݑ߲
ݔ߲
൰ ,

߲ଶݑ
ଶݕ߲

ൌ
߲
ݕ߲

൬
ݑ߲
ݕ߲
൰  

türevlerini   ߦ ve  ߟ değişkenlerine nazaran türevlerle ifade etmek için, yine de karmaşık 

fonksiyonun türevinin bulunması formülünü uygulayarak aşağıdaki şekilde hesaplama yapılır. 

߲ଶݑ
ଶݔ߲

ൌ
߲
ݔ߲

൬
ݑ߲
ݔ߲
൰ ൌ

߲
ݔ߲

൬
ݑ߲
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Burada sonuncu eşitlikteki parantezleri açarak aşağıdaki eşitlik bulunur. 

߲ଶݑ
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ൌ
߲ଶݑ
ଶߦ߲

൬
ߦ߲
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ଶ
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߲ଶߟ
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 (2.5) 

Aynı yöntemle (2.4) formüllerinin ikincisini kullanarak ve benzer hesaplamalar yaparak 

aşağıdaki eşitlikler bulunur. 

߲ଶݑ
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(2.7) 

 



 
 

(2.1) denklemindeki kısmi türevler için bulunmuş olan (2.4),(2.5),(2.6) ve (2.7) ifadelerini 

uygun olarak (2.1) denkleminde yerlerine yazdığımızda (2.1) denklemi ξ ve ߟ	değişkenlerinde 

aşağıdaki şekilde yazılır: 

ܣ̅
߲ଶݑ
ଶߦ߲

൅ തܤ2
߲ଶݑ
ߟ߲ߦ߲

൅ ܥ̅
߲ଶݑ
ଶߟ߲

൅	ܨത ൬ߦ, ,ߟ ,ݑ
ݑ߲
ߦ߲

,
ݑ߲
ߟ߲
൰ ൌ 0 (2.8) 

Burada (2.8) denklemindeki  ܣ,ഥ ,തܤ  :katsayıları aşağıdaki eşitliklerle tanımlanmış olur 	ܥ̅

,ߦሺܣ̅ ሻߟ ൌ ܣ ൬
ߦ߲
ݔ߲
൰
ଶ

൅ 	ܤ2
ߦ߲
ݔ߲
	
ߦ߲
ݕ߲

൅ ܥ ൬
ߦ߲
ݕ߲
൰
ଶ

 (2.9) 
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						 (2.11) 

Burada (2.2) dönüşümündeki   ߦሺݔ, ,ݔሺߟ 	݁ݒ	ሻݕ  ;ሻ fonksiyonlarını öyle seçmek olur kiݕ

aşağıdaki üç halden yalnız bir tanesi sağlanır: 

ܥ̅	,0=ܣ̅ ൌ 0 

തܤ	,0=ܣ̅ ൌ 0 

ܣ̅ ൌ ,ܥ̅ തܤ ൌ 0 

 

(2.8) denkleminde bu üç halden biri sağlandığında (2.1) denklemi kanonik (sade) şekle 

getirilmiştir denir. 

Şimdi burada (2.1) denklemini kanonik şekle getirebilen ߦሺݔ, , ሻݕ ,ݔሺߟ  ሻ fonksiyonlarınınݕ

varlığı hakkındaki teoremi yazıp ispatlayalım (Mamedov,R. ,Cafarov,G. ,1971). 

2.2. Kısmi türevli (2.1) diferansiyel denklemini kanonik şekle getiren ߦሺݔ, , ሻݕ ,ݔሺߟ               ሻݕ

fonksiyonlarının varlığı hakkındaki teorem 

Burada, mesela   ̅0=ܣ ve 	̅ܥ ൌ 0 eşitliklerinin sağlanması için ߦ ൌ ,ݔሺߦ		 , ሻݕ ߟ ൌ ,ݔሺߟ		                    ሻݕ

fonksiyonlarının seçilebildiğini gösterelim. 

Burada (2.9) ve (2.10) ifadelerini dikkate alarak 

,ߦሺܣ̅ ሻߟ ൌ ܣ ൬
ߦ߲
ݔ߲
൰
ଶ

൅ 	ܤ2
ߦ߲
ݔ߲
	
ߦ߲
ݕ߲

൅ ܥ ൬
ߦ߲
ݕ߲
൰
ଶ

ൌ 0  

ve  



 
 

,ߦሺܥ̅ ሻߟ ൌ ܣ ൬
ߟ߲
ݔ߲
൰
ଶ

൅ 	ܤ2
ߟ߲
ݔ߲
	
ߟ߲
ݕ߲

൅ ܥ ൬
ߟ߲
ݕ߲
൰
ଶ

ൌ 0  

eşitliklerinin sağlanması için ߦሺݔ, ,ݔሺߟ	݁ݒ ሻݕ  ሻ fonksiyonlarının her birinin kısmi türevliݕ

ܣ ൬
ݖ߲
ݔ߲
൰
ଶ

൅ 	ܤ2
ݖ߲
ݔ߲
	
ݖ߲
ݕ߲

൅ ܥ ൬
ݖ߲
ݕ߲
൰
ଶ

ൌ 0 (2.12) 

diferansiyel denkleminin 
஽ሺక,ఎሻ

஽ሺ௫,௬ሻ
 ≠0 şartını sağlayan iki farklı çözümünün olması gerekir. 

Burada aşağıdaki teorem doğrudur (Aliyev,1995;Tixonov,Saamarskiy,1962;Sobolev 

,1966;Çağlayan,Çelebi,2010;Mamedov,Cafarov,1971). 

Teorem.   ݖ ൌ 	߮ሺݔ,   ሻ fonksiyonunun bir D bölgesindeݕ

ܣ ൬
ݖ߲
ݔ߲
൰
ଶ

൅ 	ܤ2
ݖ߲
ݔ߲
	
ݖ߲
ݕ߲

൅ ܥ ൬
ݖ߲
ݕ߲
൰
ଶ

ൌ 0		 (2.12) 

denkleminin çözümü olması için gerek ve yeter şart 

߮ሺݔ, ሻݕ ൌ ,଴ܥ ሺܥ଴ ൌ   ሻݐܾ݅ܽܵ

bağlantısının 

ܣ ൬
ݕ݀
ݔ݀
൰
ଶ

െ 	ܤ2
ݕ݀
ݔ݀

൅ ܥ ൌ 0 (2.13) 

denkleminin bu D bölgesinde genel integrali olmasıdır. 

Gerekliliğin ispatı: Burada ݖ ൌ 	߮ሺݔ,  ሻ fonksiyonunun (2.12) denkleminin çözümü olduğunuݕ

var sayalım. Bu durumda 

߮ሺݔ, ሻݕ ൌ   ,଴ܥ

eşitliğini sağlayan eğriler ailesinin (2.13) denkleminin genel integrali olduğunu ispatlayalım. 

Burada   

߮ሺݔ, ሻݕ ൌ   ,଴ܥ

eşitliğini sağlayan her bir eğri üzerinde ݀߮  diferansiyelinin sıfıra eşit olduğu, yani 

݀߮ ൌ
߲߮
ݔ߲

ݔ݀ ൅
߲߮
ݕ߲

ݕ݀ ൌ 0  

eşitliğinin sağlandığı açıktır. 

Bu sonuncu eşitliğin her yanını  
డఝ

డ௫
	డఝ
డ௬

 çarpımına böldüğümüzde 



 
 

ݔ݀
߲߮
ݕ߲

ൌ െ
ݕ݀
߲߮
ݔ߲

ൌ   ߣ

 

eşitliği bulunur. Bu sonuncu eşitlikten de 

ݔ݀ ൌ ߣ
߲߮
ݕ߲

, ݕ݀ ൌ െߣ
߲߮
ݔ߲

  

eşitlikleri bulunur. 

Bu sonuncu eşitlikleri kullanarak 

ሻଶݕሺ݀ܣ െ ݕ݀ݔ݀ܤ2 ൅ ሻଶݔሺ݀ܥ ൌ ଶߣ ቈܣ ൬
߲߮
ݔ߲
൰
ଶ

൅ ܤ2
߲߮
ݔ߲

߲߮
ݕ߲

൅ ܥ ൬
߲߮
ݕ߲
൰
ଶ

቉  

eşitliği elde edilir. 

Varsayımımıza göre ߮ሺݔ,  ሻ fonksiyonu (2.12) denkleminin çözümü olduğundan sonuncuݕ

eşitliğin sağ yanındaki parantez içerisindeki ifade sıfıra eşit olur. 

Buradan da D bölgesinde ߮ሺݔ, ሻݕ ൌ  eşitliğini sağlayan her bir eğri üzerinde	଴ܥ

ሻଶݕሺ݀ܣ െ ݕ݀ݔ݀ܤ2 ൅ ሻଶݔሺ݀ܥ ൌ 0  

veya  

ܣ ቀௗ௬
ௗ௫
ቁ
ଶ
െ ܤ2 ௗ௬

ௗ௫
൅   0=ܥ

 

eşitliği sağlanır. 

Bu ߮ሺݔ, ሻݕ ൌ  bağlantısının (2.13) diferansiyel denkleminin genel integrali olduğunu	଴ܥ

gösterir. Teoremin gereklilik şartı ispatlanmış oldu. 

Yeterliliğin ispatı: Burada  ߮ሺݔ, ሻݕ ൌ  bağlantısının (2.13) denkleminin genel integrali	଴ܥ

olduğunu var sayalım.Bu durumda z= ߮ሺݔ,  ሻ fonksiyonunun (2.12) denkleminin çözümüݕ

olduğunu ispatlayalım. Bu amaçla D bölgesinde keyfi bir ܯ଴(0ݕ,0ݔ)	∈ D noktasını alalım. 

Burada 

߮ሺݔ, ሻݕ ൌ   ଴ܥ



 
 

eşitliğinin ܯ଴(0ݕ,0ݔ)	 	 noktasından geçen eğrinin denklemi olduğunu, yani ܯ଴(0ݕ,0ݔ)	

noktasından geçen eğrinin  ߮ሺݔ, ሻݕ ൌ  ଴ denklemini aynen sağladığını var sayalım. Buܥ

durumda adı geçen eğrinin tüm noktalarında 

ݔ݀
߲߮
ݕ߲

ൌ െ
ݕ݀
߲߮
ݔ߲

ൌ   ߣ

eşitliği sağlanacaktır. 

Bu sonuncu eşitlikten 

ݔ݀ ൌ ߣ
߲߮
ݕ߲

, ݕ݀ ൌ െߣ
߲߮
ݔ߲

 (2.14) 

eşitlikleri bulunur. 

Burada ele aldığımız eğri (2.13) denkleminin integral eğrisi olduğundan burada ݀ݔ ve	݀ݕ için 

bulunmuş olan (2.14) ifadesini (2.13) denkleminde ݀ݔ ve	݀ݕ -nin yerlerine yazdığımızda 

ଶߣ ቈܣ ൬
߲߮
ݔ߲
൰
ଶ

൅ ܤ2
߲߮
ݔ߲

߲߮
ݕ߲

൅ ܥ ൬
߲߮
ݕ߲
൰
ଶ

቉ ൌ 0  

eşitliği bulunur. 

Buradan da  

ܣ ൬
߲߮
ݔ߲
൰
ଶ

൅ ܤ2
߲߮
ݔ߲

߲߮
ݕ߲

൅ ܥ ൬
߲߮
ݕ߲
൰
ଶ

ൌ 0  

eşitliğinin ܯ଴(0ݕ,0ݔ)	∈ D noktasından geçen ve ߮ሺݔ, ሻݕ ൌ  ଴ eşitliğini sağlayan her bir eğriܥ

üzerinde sağlandığı görülür. 

Burada ܯ଴(0ݕ,0ݔ)	  noktası D bölgesinden alınmış keyfi nokta olduğundan ݖ ൌ ߮ሺݔ,  ሻݕ

fonksiyonunun D bölgesinin her bir noktasında da 

ܣ ቀడఝ
డ௫
ቁ
ଶ
൅ ܤ2 డఝ

డ௫

డఝ

డ௬
൅ ܥ ቀడఝ

డ௬
ቁ
ଶ
 =0          (x, y)	∈ D eşitliğinin sağlandığı görülür. 

Başka bir deyişle	ݖ ൌ ߮ሺݔ,  ሻ fonksiyonunun (2.12) denkleminin çözümlerinden biri olduğuݕ

görülür. Böylece yeterlilik şartı da ispatlandı. Teorem ispatlanmış oldu. 

2.3. Kısmi türevli (2.1) şekilli diferansiyel denklemlerin sınıflandırılması ve kanonik şekilleri 

(2.13) denklemine (2.1) denkleminin karakteristik denklemi denir. Bu (2.13) denklemini   
ௗ௬

ௗ௫
 

ifadesine nazaran çözerek aşağıdaki denklemler sistemi bulunur. 



 
 

ݕ݀
ݔ݀

ൌ
ܤ ൅ ଶܤ√ െ ܥܣ

ܣ
,

ݕ݀
ݔ݀

ൌ
ܤ െ ଶܤ√ െ ܥܣ

ܣ
		 (2.15) 

 

Bu sonuncu denklemlerin genel integrallerini uygun olarak 

߮ሺݔ, ሻݕ ൌ ,ଵܥ ሺܥଵ ൌ  ሻݐܾ݅ܽܵ

߰ሺݔ, ሻݕ ൌ ,ଶܥ ሺܥଶ ൌ 	ሻݐܾ݅ܽܵ
 

ile gösterelim. 

Bu ߮ሺݔ, ሻݕ ൌ ,ଵܥ ߰ሺݔ, ሻݕ ൌ   eşitliklerinin tanımlandığı eğrilere (2.1) denkleminin	ଶܥ

karakteristikleri denir. 

Dikkate alalım ki, 

ଶܤ െ ܥܣ ൐ 0	  

şartı sağlandığında (2.1) denkleminin karakteristikleri reel ve farklı olurlar. 

Burada 

ଶܤ െ ܥܣ ൏ 0	  

şartı sağlandığında (2.15) sisteminin çözümleri kompleks eşlenik olduğundan bu hal için (2.1) 

denkleminin karakteristikleri kompleks eşlenik olurlar. Ama 

ଶܤ െ ܥܣ ൌ 0	  

şartı sağlandığında (2.15) sisteminden bu karakteristiklerin birbirine eşit reel oldukları 

görülür. 

(2.9),(2.10) ve (2.11) eşitliklerini kullanarak  

തଶܤ െ ܥ̅ܣ̅ ൌ ቆ
,ߦሺܦ ሻߟ

,ݔሺܦ ሻݕ
ቇ
ଶ

	ሺܤଶ െ 	ሻܥܣ  

eşitliğinin sağlandığı görülür. 

Bu eşitlikten de		஽
ሺక,ఎሻ

஽ሺ௫,௬ሻ
് 0 şartında	ߦ ൌ ,ݔሺߦ ,ሻݕ ߟ ൌ ,ݔሺߟ   dönüşümünün (2.1) denkleminin	ሻݕ

tipinin değişmediği görülür. 

Karakteristiklere dayanarak (2.1) denklemi aşağıdaki şekilde sınıflandırılır: 

ଶܤ  (1 െ ܥܣ ൐ 0 şartı sağlandığında (2.1) denklemine hiperbolik tip denklem denir. 



 
 

2 ሻܤଶ െ ܥܣ ൏ 0 şartı sağlandığında (2.1) denklemine eliptik  tip denklem denir. 

3 ሻܤଶ െ ܥܣ ൌ 0 şartı sağlandığında (2.1) denklemine parabolik tip denklem denir. 

(2.1) şekilli diferansiyel denklemlerde ߮ሺݔ, ,ݔሻ ve ߰ሺݕ  ሻ fonksiyonları (2.15) sistemininݕ

çözümü olduğunda (2.1) denklemi için  ܤଶ െ ܥܣ ൐ 0 şartında 

ܣ̅ ൌ 0, ܥ̅ ൌ 0	  

şartları sağlanır ve ܤത ് 0 olur ve ߦ ൌ ߮ሺݔ, ߟ	, ሻݕ ൌ ߰ሺݔ,  dönüşümü ile (2.1) denklemi	ሻݕ

߲ଶݑ
ߟ߲ߦ߲

ൌ ଵܨ ൬ߦ, ,ߟ ,ݑ
ݑ߲
ߦ߲

,
ݑ߲
ߟ߲
൰ , ଵܨ ൌ െ

1
തܤ
 ത (2.16)ܨ

şeklinde denkleme getirilmiş olur.(2.16) şekilli denkleme hiperbolik tip diferansiyel 

denkleminin kanonik şekli denir. 

(2.1) denklemi eliptik tip denklem olduğunda, yani bu denklem için ܤଶ െ ܥܣ ൏ 0 şartı 

sağlandığında (2.1) denkleminde ߦ ൌ ߮ሺݔ, ߟ	, ሻݕ ൌ ߰ሺݔ,  dönüşümü yapıldığında	ሻݕ

ܣ̅ ൌ ,ܥ̅ തܤ ൌ 0	  

eşitlikleri sağlanır ve (2.1) denklemi 

߲ଶݑ
ଶߦ߲

൅
߲ଶݑ
ଶߟ߲

ൌ ଶܨ ൬ߦ, ,ߟ ,ݑ
ݑ߲
ߦ߲

,
ݑ߲
ߟ߲
൰ , ଶܨ ൌ െ

1

ܣ̅
	തܨ

(2.17) 

 

şeklinde denkleme getirilmiş olur. 

(2.17) şekilli denkleme eliptik tip diferansiyel denklem denir. 

(2.1) denklemi parabolik tip diferansiyel denklem olduğunda bu denklemde ߦ ൌ ߮ሺݔ,  ሻ veݕ

ߟ	 ൌ ,ݔሺߟ	   olarak	ሻݕ
஽ሺక,ఎሻ

஽ሺ௫,௬ሻ
് 0 şartını sağlayan ikinci mertebeden sürekli diferansiyellenen 

ߟ	, ൌ ,ݔሺߟ	  fonksiyonunu seçmekle	ሻݕ

ܣ̅ ൌ തܤ			,0 ൌ 0	  

şartını sağlayan dönüşümü yaparak (2.1) denklemi 

					
߲ଶݑ
ଶߟ߲

ൌ ଷܨ ൬ߦ, ,ߟ ,ݑ
ݑ߲
ߦ߲

,
ݑ߲
ߟ߲
൰	 (2.18) 

şekline getirilmiş olur. 

(2.18) şekilli denkleme parabolik tip denklem denir. 



 
 

Böylece,(2.1) şekilli kısmi diferansiyel denklemlerin sınıflandırılması yapıldı ve kanonik 

şekilleri gösterilmiş oldu. 

2.4.  (2.1) şekilli kısmi diferansiyel denklemlerin kanonik şekle getirilmesine ait örnekler. 

 

Örnek 1:Burada 

߲ଶݑ
ଶݔ߲

െ ݔ2ܵ݅݊
߲ଶݑ
ݕ߲ݔ߲

െ ݔଶݏ݋ܥ
߲ଶݑ
ଶݕ߲

െ ݔݏ݋ܥ
ݑ߲
ݕ߲

ൌ 0	  

denkleminin kanonik şekle getirilmesini gösterelim ve bu denklemin genel çözümünü 

bulalım. 

Ele aldığımız bu denklemde 

ܤ	,1=ܣ ൌ െܵ݅݊,ݔ	ܥ=െݏ݋ܥଶݔ olduğundan  

ଶܤ െ  0<1= ݔଶݏ݋ܥ+ݔ²݊݅ܵ= ܥܣ
 

şartı sağlanır. Bu yüzden ele aldığımız denklem Oݕݔ düzleminde hiperbolik tip denklemdir. 

Ele aldığımız denklemin karakteristik denklemler sistemi 

 ,0= ݔሻ݀ݔ݊݅ܵ	+1)+ ݕ݀

 0= ݔ݀	(ݔ݊݅ܵ	-1)- ݕ݀
 

şeklindedir. Bu denklemler sistemini çözerek 

ݕ+ݔ െ  ,ଵܥ=ݔݏ݋ܥ

  	ଶܥ= ݔݏ݋ܥ+ݕ	–ݔ
 

eşitliklerini bulunur. 

Bu yüzden de 

ݕ+ݔ	=ߦ െ  ,ݔݏ݋ܥ

 ݔݏ݋ܥ+ݕ	–ݔ	= ߟ
 

dönüşümlerini yaparak verilmiş denklemi kolaylıkla aşağıdaki kanonik şekle getirilmiş olur: 

߲ଶݑ
ݕ߲ݔ߲

ൌ 0  



 
 

Bu denklemi önce ߟ değişkenine nazaran sonra ise  ߦ değişkenine nazaran integralleyerek  bu 

denklemin genel çözümü 

,ߦሺݑ ሻߟ ൌ ߮ሺߦሻ ൅ ߰ሺ	ߟ	ሻ  

şeklinde bulunur.  

Buradaki ߮ ve ߰ fonksiyonları ikinci mertebeye dek sürekli diferansiyellenen keyfi 

fonksiyonlardır. ߦ  ve ߟ değişkenlerinin değerlerini bu genel çözümde yerlerine yazdığımızda 

ele aldığımız denklemin genel çözümü 

,ݔሺݑ ሻݕ ൌ ߮ሺݔ ൅ ݕ െ ሻݔݏ݋ܿ ൅   (ݔݏ݋ܿ	+ ݕ	- ݔ)߰

şeklinde  bulunmuş olur. 

 

Örnek 2: 	²ݔ	డ
మ௨

డ௫మ
െ డ	²ݕ

మ௨

డ௬మ
ൌ 0  denkleminin tipini belirleyelim kanonik şekle getirelim ve bu 

denklemin genel çözümünü bulalım. 

 

Ele aldığımız denklemde 

  ²ݕെ=ܥ	,0=ܤ,²ݔ	=ܣ

olduğundan 

ଶܤ െ   ²ݕ²ݔ	= ܥܣ

eşitliği her bir ,0≠ݔ	0≠ݕ için sağlanır. Bu yüzden de ele aldığımız denklem  0≠ݔ ve 0≠ݕ 

bölgesinde hiperbolik tip diferansiyel denklemdir. 

Ele aldığımız denklemin karakteristik denklemini  

  0=²(ݔ݀)²ݕ²െ(ݕ݀)²ݔ

veya 

  0=(ݔ݀ݕ-ݕ݀ݔ)(ݔ݀ݕ+ݕ݀ݔ)

şeklinde yazarak 

 ,0=ݔ݀ݕ+ݕ݀ݔ

 0=ݔ݀ݕ-ݕ݀ݔ
 

karakteristik denklemler sistemini buluruz. Bu denklemleri değişkenlerine ayırdığımızda 



 
 

ݕ݀
ݕ
൅
ݔ݀
ݔ
ൌ 0,				

ݕ݀
ݕ
െ
ݔ݀
ݔ
ൌ 0  

sistemi bulunur. Bu sistemi çözerek 

ݕ݈݊ ൅ ݔ݈݊ ൌ ݈݊ܿଵ,  

ݕ݈݊ െ ݔ݈݊ ൌ ݈݊ܿଶ,  
 

çözümleri elde edilir. Buradan da 

ݕݔ ൌ ܿଵ,
ݕ
ݔ
ൌ ܿଶ  

karakteristik denklemler sisteminin genel integralleri bulunmuş olur. 

Ele aldığımız denklemde  

ߦ ൌ ,ݕݔ ߟ ൌ
ݕ
ݔ
		  

dönüşümlerini yaparak ele aldığımız denklemdeki kısmi türevleri 

ݑ߲
ݔ߲

ൌ
ݑ߲
ߦ߲
	
ߦ߲
ݔ߲

൅
ݑ߲
ߟ߲
	
ߟ߲
ݔ߲

ൌ
ݑ߲
ߦ߲

ݕ	 െ
ݑ߲
ߟ߲
	
ݕ
ଶݔ
		,  

ve  

ݑ߲
ݕ߲

ൌ
ݑ߲
ߦ߲
	
ߦ߲
ݕ߲

൅
ݑ߲
ߟ߲
	
ߟ߲
ݕ߲

ൌ
ݑ߲
ߦ߲

ݔ	 ൅
ݑ߲
ߟ߲
	
1
ݔ
		  

eşitliklerini kullanarak  

߲ଶݑ
ଶݔ߲

ൌ
߲ଶݑ
ଶߦ߲

ଶݕ	 െ 2
߲ଶݑ
ߟ߲ߦ߲

	
ଶݕ

ଶݔ
൅
߲ଶݑ
ଶߟ߲

	
ଶݕ

ସݔ
൅ 2

ݑ߲
ߟ߲
	
ݕ
ଷݔ

  

߲ଶݑ
ଶݕ߲

ൌ ଶݔ
߲ଶݑ
ଶߦ߲

൅ 2
߲ଶݑ
ߟ߲ߦ߲

൅
1
ଶݔ
߲ଶݑ
ଶߟ߲

  

şeklinde bulunur. 

 
డమ௨

డ௫మ
  ve 

డమ௨

డ௬మ
 kısmi türevleri için bulunmuş bu ifadeleri ele aldığımız denklemde uygun olarak 

yerlerine yazarak ele aldığımız denklemi aşağıdaki şekle dönüştürülmüş olur: 

߲ଶݑ
ߟ߲ߦ߲

െ
1
ߦ2
ݑ߲
ߟ߲

ൌ 0,  

Bulduğumuz bu denklemi çözmek için bu denklemde 



 
 

డ௨

డఎ
ൌ ܸ   

değişimini yapalım. Bu durumda sonuncu denklem aşağıdaki şekilde yazılır: 

ߦ2
ݒ߲
ߦ߲

ൌ ܸ,  

sonuncu denklemi değişkenlerine ayırarak çözelim. Burada 

ݒ݀
ܸ
ൌ
ߦ݀
ߦ2
	,  

݈ܸ݊ ൌ ߦ݈݊
భ
మ ൅ ݈݊ܿ  

ܸ ൌ ܿሺߟሻඥߦ  

eşitliği bulunur. 

Burada  ܿሺߟሻ  katsayısı  ߟ değişkenine bağlı keyfi fonksiyondur. 

 

ܸ fonksiyonu için bulduğumuz sonuncu ifadeyi 

ݑ߲
ߟ߲

ൌ ܸ  

eşitliğinde yerine yazarak  

ݑ߲
ߟ߲

ൌ ܿሺߟሻඥߦ  

eşitliği bulunur. 

Bu sonuncu denklemi çözerek 

ݑ ൌ ඥߦනܿሺߟሻ݀ߟ ൅ ܿଵሺߦሻ ൌ ඥܿߦଶሺߟሻ ൅ ܿଵሺߦሻ  

veya  

ݑ ൌ ඥܿߦଶሺߟሻ ൅ ܿଵሺߦሻ  

eşitliği bulunur. 

Bu sonuncu eşitlikte 

ߦ ൌ ߟ			,	ݕݔ ൌ ௬

௫
   



 
 

alarak ele aldığımız kısmi türevli diferansiyel denklemin genel çözümü 

,ݔሺݑ ሻݕ ൌ ඥݕݔ	ܿଶ ቀ
ݕ
ݔ
ቁ ൅ ܿଵሺݕݔሻ  

şeklinde bulunmuş olur. 

Buradaki  ܿଵሺݕݔሻ ve  ܿଶ ቀ
௬

௫
ቁ fonksiyonları iki kez sürekli diferansiyellenen keyfi 

fonksiyonlardır. 

Örnek 3: ݑݔ௫௫ െ 2ඥݕݔ	ݑ௫௬ ൅ ௬௬ݑݕ ൅ ௬ݑ0,5 ൌ 0  denkleminin tipini belirleyelim ve bu 

denklemi kanonik şekle getirelim. 

Ele aldığımız bu denklemde 

ܣ ൌ ,ݔ ܤ ൌ െඥݕݔ	, ܥ ൌ   ݕ

olduğundan 

ଶܤ െ ܥܣ ൌ ݕݔ െ ݕݔ ൌ 0  

eşitliği her bir ݔ ve ݕ için sağlandığından ele aldığımız denklem Oݕݔ düzleminde parabolik 

tip denklemdir. 

Bu denklemin bir tane karakteristik denklemi 

ݕ݀
ݔ݀

ൌ െට
ݕ
ݔ

  

şeklinde yazılır. 

Bu denklemi değişkenlerine ayırarak çözelim. 

ݕ݀

ඥݕ
ൌ െ

ݔ݀

ݔ√
, ݔ√ ൅ ඥݕ ൌ ܿ, ሺܿ ൌ   ሻݐܾ݅ܽܵ

Bu yüzden de verilmiş denklemde 

ߦ ൌ ݔ√ ൅ ඥݕ	, ߟ ൌ    ݔ√

değişimini yaparak verilmiş denklemin kanonik şekli  

ఎఎݑ െ
1
ߟ
൫ݑక ൅ ఎݑ ൯ ൌ 0  

şeklinde elde edilir. 

  



 
 

3. İKİNCİ MERTEBELİ KISMİ DİFERANSİYEL DENKLEMLER İÇİN CAUCHY 

VE GOURSAT PROBLEMLERİ 

3.1.Cauchy Problemi 

Burada ikinci mertebeli kısmi türevli lineer 

ܣ
߲ଶݑ
ଶݔ߲

൅ ܤ2
߲ଶݑ
ݕ߲ݔ߲

൅ ܥ	
߲ଶݑ
ଶݕ߲

൅ ܦ
ݑ߲
ݔ߲

൅ ܧ
ݑ߲
ݕ߲

൅ ݑܩ ൌ ݂ (3.1) 

diferansiyel denklemini ele alalım. 

Burada (3.1) kısmi diferansiyel denkleminin katsayıları olan (ݕ,ݔ)ܦ ,(ݕ,ݔ)ܥ ,(ݕ,ݔ)ܤ ,(ݕ,ݔ)ܣ, 

 (ݕ,ݔ)݂ fonksiyonlarının ve diferansiyel denklemin sağ yanındaki (ݕ,ݔ)ܩ ve (ݕ,ݔ)ܧ

fonksiyonunun belli bir bölgede tanımlanmış yeterince sürekli diferansiyellenen fonksiyonlar 

olduklarını var sayalım. 

Oݕݔ düzleminde koordinat eksenlerine paralel olan her bir doğru ile yalnız bir noktada 

kesişen bir ℓ eğrisinin verildiğini, bu eğrinin denkleminin 

ݕ ൌ ݃ሺݔሻ  

olduğunu ve ℓ  eğrisinin (3.1) denkleminin karakteristikleri ile çakışmadığını var sayalım. 

(3.1) diferansiyel denkleminin ℓ eğrisi üzerinde 

,ݔሺݑ ሻ|௬ୀ௚ሺ௫ሻݕ ൌ ߮଴ሺݔሻ,  

,ݔሺݑ߲ ሻݕ
ݕ߲

ቤ
௬ୀ௚ሺ௫ሻ

ൌ ߮ଵሺݔሻ, (3.2) 

şartlarını sağlayan çözümünün bulunması problemine (3.1) denklemi için Cauchy problemi 

denir (Petrovsky,1962). 

3.2.Goursat problemi 

Ele aldığımız (3.1)denkleminin karakteristiklerini 

,ݔሺߦ ሻݕ ൌ ܿଵ, ,ݔሺߟ ሻݕ ൌ ܿଶ  

ile gösterelim. 

Bu sonuncu eşitlikleri değişkenlerine nazaran çözüp 

ݕ ൌ ,ݔଵሺߦ ܿଵሻ,			ݕ ൌ ,ݔଵሺߟ ܿଶሻ  

eşitliklerini bulalım. 

(3.1) denkleminin 



 
 

,ݔሺݑ ሻ|௬ୀకభሺ௫,௖భሻݕ ൌ ߰ଵሺݔሻ,   

,ݔሺݑ ሻ|௬ୀఎభሺ௫,௖మሻݕ ൌ ߰ଶሺݔሻ, (3.3) 

şartlarını sağlayan çözümünün bulunması problemine Goursat problemi denir 

(Tixonov,Saamarskiy,1962;Sobolev,1966). 

 

  



 
 

4. CAUCHY VE GOURSAT PROBLEMLERİNİN ÇÖZÜMÜNÜN BULUNMASINA 

AİT ÖRNEKLER 

4.1.Sonsuz(sınırsız) telin serbest titreşimleri denklemi için Cauchy probleminin çözümü 

Burada sınırsız telin serbest titreşimlerinin  

߲ଶݑ
ଶݐ߲

ൌ ܽଶ
߲ଶݑ
ଶݔ߲

, െ∞ ൏ ݔ ൏ ൅∞, ݐ ൐ 0			 (4.1) 

denkleminin (Tixonov,1962) 

,ݔሺݑ ሻ|௧ୀ଴ݐ ൌ ߮ଵሺݔሻ,  

௧ݑ ሺݔ, ሻห௧ୀ଴ݐ ൌ ߮ଶሺݔሻ, (4.2) 

başlangıç şartlarını sağlayan çözümünün bulunması problemini, yani (4.1)-(4.2) Cauchy 

probleminin çözümünü bulalım. Bu amaçla (4.1) denklemini 

ܽଶ
߲ଶݑ
ଶݔ߲

െ
߲ଶݑ
ଶݐ߲

ൌ 0 (4.3) 

şeklinde yazalım. 

Bu (4.1) veya (4.3) denkleminde  ܽ ൐ 0 sayısı telde dalganın ortalama yayımlanma hızını 

gösterir. Burada (4.3) denkleminin genel çözümünü bulmak için bu denklemi kanonik şekle 

getirelim. Bu denklemde 

ܣ ൌ ܽଶ, ܤ ൌ 0, ܥ ൌ െ1   

olduğundan ve uygun olarak 

ଶܤ െ ܥܣ ൌ ܽଶ ൐ 0   

olduğundan (4.3) denklemi hiperbolik tip denklemdir.(4.3) denkleminin karakteristik 

denklemi 

ܽଶ ൬
ݐ݀
ݔ݀
൰ െ 1 ൌ 0 (4.4) 

şeklinde yazılır. 

Buradan da (4.3) denkleminin karakteristik denklemler sistemi 

ݔ݀ െ ݐ݀ܽ ൌ 0,  

ݔ݀ ൅ ݐ݀ܽ ൌ 0, (4.5) 

şeklinde bulunur. 



 
 

 

(4.5) denklemlerinin genel integralleri uygun olarak 

ݔ െ ݐܽ ൌ ܿଵ	,						ሺܿଵ ൌ   ሻݐܾ݅ܽܵ

ݔ ൅ ݐܽ ൌ ܿଶ	,						ሺܿଶ ൌ  ሻ (4.5)ݐܾ݅ܽܵ

şeklinde bulunur. 

Böylece,(4.3) denklemini kanonik şekle getirmek için (4.3) denkleminde 

ߦ ൌ ݔ െ   ,ݐܽ

ߟ ൌ ݔ ൅  (4.6) ݐܽ

dönüşümünü yapmamız gerekir. 

Burada karmaşık fonksiyonun türevinin hesaplanması formülünü kullanarak 

ݑ߲
ݔ߲

ൌ
ݑ߲
ߦ߲
	
ߦ߲
ݔ߲

൅
ݑ߲
ߟ߲
	
ߟ߲
ݔ߲

ൌ
ݑ߲
ߦ߲

൅
ݑ߲
ߟ߲
		,  

ݑ߲
ݐ߲

ൌ
ݑ߲
ߦ߲
	
ߦ߲
ݐ߲

൅
ݑ߲
ߟ߲
	
ߟ߲
ݐ߲

ൌ െܽ
ݑ߲
ߦ߲

൅ ܽ
ݑ߲
ߟ߲

ൌ െܽ	 ൬
ݑ߲
ߦ߲

െ
ݑ߲
ߟ߲
൰  

eşitlikleri bulunur. 

Bu eşitlikleri kullanarak  
డమ௨

డ௫మ
 , 
డమ௨

డ௧మ
  türevleri aşağıdaki şekilde bulunur: 

߲ଶݑ
ଶݔ߲

ൌ
߲
ݔ߲

൬
ݑ߲
ݔ߲
൰ ൌ

߲
ݔ߲

൬
ݑ߲
ߦ߲

൅
ݑ߲
ߟ߲
൰ ൌ

߲
ݔ߲

൬
ݑ߲
ߦ߲
൰ ൅

߲
ݔ߲

൬
ݑ߲
ߟ߲
൰  

ൌ
߲ଶݑ
ଶߦ߲

	
ߦ߲
ݔ߲

൅
߲ଶݑ
ߟ߲ߦ߲

	
ߟ߲
ݔ߲

൅
߲ଶݑ
ߟ߲ߦ߲

	
ߦ߲
ݔ߲

൅
߲ଶݑ
ଶߟ߲

	
ߟ߲
ݔ߲

  

ൌ
߲ଶݑ
ଶߦ߲

൅
߲ଶݑ
ߟ߲ߦ߲

൅
߲ଶݑ
ߟ߲ߦ߲

൅
߲ଶݑ
ଶߟ߲

ൌ
߲ଶݑ
ଶߦ߲

൅ 2
߲ଶݑ
ߟ߲ߦ߲

൅
߲ଶݑ
ଶߟ߲

,  

Böylece 

߲ଶݑ
ଶݔ߲

ൌ
߲ଶݑ
ଶߦ߲

൅ 2
߲ଶݑ
ߟ߲ߦ߲

൅
߲ଶݑ
ଶߟ߲

  

eşitliği bulunmuş oldu. 

Benzer şekilde 



 
 

߲ଶݑ
ଶݐ߲

ൌ ܽଶ ቆ
߲ଶݑ
ଶߦ߲

െ 2
߲ଶݑ
ߟ߲ߦ߲

൅
߲ଶݑ
ଶߟ߲

ቇ  

eşitliği bulunur. 

Burada 	డ
మ௨

డ௫మ
  ve 

డమ௨

డ௧మ
 türevleri için bulunmuş bu ifadeleri (4.3) denkleminde uygun olarak 

yerlerine yazdığımızda (4.3) denkleminin kanonik şekli  

߲ଶݑ
ߟ߲ߦ߲

ൌ 0 (4.7) 

şeklinde elde edilir. 

(4.7) denklemini  

߲
ߦ߲
൬
ݑ߲
ߟ߲
൰ ൌ 0  

şeklinde yazalım. Bu sonuncu denklemin her yanını  ߦ değişkenine nazaran integralleyerek 

ݑ߲
ߟ߲

ൌ   ሻߟሺߠ

eşitliği bulunur. Burada ߠሺߟሻ fonksiyonu ߟ değişkenine bağlı keyfi fonksiyondur. 

Bu sonuncu eşitliğin her yanını dߟ ile  çarpıp ߟ -ya nazaran integrallediğimizde  

ݑ ൌ නߠሺߟሻ݀ߟ ൅   ሻߦଵሺߠ

eşitliği bulunur. Bu eşitlikte 

නߠሺߟሻ݀ߟ ൌ   ሻߟଶሺߠ

alarak sonsuz telin serbest titreşimlerinin denkleminin genel çözümü 

ݑ ൌ ሻߦଵሺߠ ൅  ሻ (4.8)ߟଶሺߠ

şeklinde bulunmuş olur. 

Bu (4.8) eşitliğinde 

ߦ ൌ ݔ െ   ,ݐܽ

ߟ ൌ ݔ ൅   ݐܽ
 

ifadelerini uygun olarak (4.8)de yerlerine yazarak (4.3) denkleminin genel çözümü 



 
 

,ݔሺݑ ሻݐ ൌ ݔଵሺߠ െ ሻݐܽ ൅ ݔଶሺߠ ൅  ሻ  (4.9)ݐܽ

şeklinde bulunmuş olur. 

(4.3) denkleminin (4.9) şeklindeki genel çözümüne Dalambert çözümü denir. 

(4.9) formülündeki ߠଵ ve  ߠଶ fonksiyonlarının argumentlerine nazaran iki kez sürekli 

diferansiyellenen keyfi alınmış fonksiyonlardır. 

Şimdi burada (4.1) denkleminin (4.9) formülü ile verilen genel çözümünü kullanarak (4.1)-

(4.2) Cauchy problemini çözelim bu amaçla (4.2) başlangıç şartlarını kullanarak 

ሻݔଵሺߠ ൅ ሻݔଶሺߠ ൌ ߮ଵሺݔሻ,  

െܽߠଵ
ᇱሺݔሻ ൅ ଶߠܽ

ᇱሺݔሻ ൌ ߮ଶሺݔሻ,  
 

sistemini yazalım. 

Bu sistemin ikinci denklemini (0,	ݔ) aralığı üzere integralleyerek  ߠଵ  ve   ߠଶ fonksiyonlarının 

bulunması için aşağıdaki denklemler sistemi bulunur. 

ሻݔଵሺߠ ൅ ሻݔଶሺߠ ൌ ߮ଵሺݔሻ, 

ሻݔଵሺߠ െ ሻݔଶሺߠ ൌ െ
1
ܽ
	න߮ଶሺݏሻ݀ݏ

௫

଴

൅ ܿ 
 

Bu sistemde 

ܿ ൌ ଵሺ0ሻߠ െ   ଶሺ0ሻߠ

olmakla keyfi sabit sayıdır. 

Bu sonuncu sistemi  ߠଵሺݔሻ ve ߠଶሺݔሻ fonksiyonlarına nazaran çözerek 

ሻݔଵሺߠ ൌ
1
2
	߮ଵሺݔሻ െ

1
2ܽ

න߮ଶሺݏሻ݀ݏ

௫

଴

൅
ܿ
2
	, 

ሻݔଶሺߠ ൌ
1
2
	߮ଵሺݔሻ ൅

1
2ܽ

න߮ଶሺݏሻ݀ݏ

௫

଴

െ
ܿ
2

 

 

eşitlikleri çıkar. 

 ሻ fonksiyonları için bulduğumuz bu ifadeleri (4.1) denkleminin genel (4.9)ݔଶሺߠ ሻ veݔଵሺߠ  

çözümünde uygun olarak yerlerine yazdığımızda (4.1)-(4.2) Cauchy probleminin çözümünü 

aşağıdaki şekilde bulunur: 



 
 

,ݔሺݑ ሻݐ ൌ 	
߮ଵሺݔ െ ݔሻ൅߮ଵሺݐܽ ൅ ሻݐܽ

2
൅

1
2ܽ

න ߮ଶሺݏሻ݀ݏ

௫ା௔௧

௫ି௔௧

 (4.10) 

 

4.2.Sınırsız(sonsuz) telde ısı iletişimi denklemi için Cauchy probleminin çözümü: 

Burada sonsuz telde ısı iletişiminin 

ݑ߲
ݐ߲

ൌ ܽଶ
߲ଶݑ
ଶݔ߲

,						െ ∞ ൏ ݔ ൏ ൅∞,							ݐ ൐ 0			 (4.11) 

denkleminin (Tixonov,1962) 

,ݔሺݑ ሻ|௧ୀ଴ݐ ൌ ߮ሺݔሻ ,					െ ∞ ൏ ݔ ൏ ൅∞	,			  (4.12) 

başlangıç şartını sağlayan Cauchy probleminin çözümünü bulalım. 

Bu problemdeki  ߮ሺݔሻ fonksiyonunun  െ∞ ൏ ݔ ൏ ൅∞	 aralığında tanımlanmış, sürekli ve 

sınırlı fonksiyon olduğunu var sayalım.(4.11) denkleminde  ܣ=ܽଶ,                    olduğundan 0=ܥ	,0=ܤ

ଶܤ െ  eşitliği sağlanır. Bu yüzden de (4.11) denklemi parabolik tip denklemdir.(4.11) 0= ܥܣ

denklemi parabolik tip denklemin kanonik şeklindedir. 

Burada önce,(4.11) denkleminin 

,ݔሺݑ ሻݐ ൌ ܶሺݐሻܺሺݔሻ (4.13) 

şeklinde trivial (aynen sıfır olmayan) olmayan genel çözümünü bulalım. 

(4.13) şeklinde aranan çözümü (4.11) denkleminde aranan ݑሺݔ,  ሻ çözümünün yerineݐ

yazdığımızda  

ܶᇱሺݐሻܺሺݔሻ ൌ ܽଶܶሺݐሻܺᇱᇱሺݔሻ  

veya  

ܶᇱሺݐሻ

ܽଶܶሺݐሻ
ൌ
ܺᇱᇱሺݔሻ

ܺሺݔሻ
ൌ െߣଶ  

eşitliğini bulunur. Burada  ߣଶ  sabit bir parametredir. 

Bu sonuncu eşitlikten aranan ܶሺݐሻ	ve ܺሺݔሻ	fonksiyonları için aşağıdaki  

ܶᇱሺݐሻ ൅ ܽଶߣଶܶሺݐሻ ൌ 0,  

ܺᇱᇱሺݔሻ ൅ ሻݔଶܺሺߣ ൌ 0, 
 

denklemleri bulunur. 



 
 

Burada 

ܶሺݐሻ ൌ ݁ି௔
మఒమ௧  

fonksiyonu birinci denklemin bir çözümüdür. 

İkinci denklemin genel çözümü ise 

ܺሺݔሻ ൌ ݔߣݏ݋ܿܣ ൅   ݔߣ݊݅ݏܤ

şeklindedir.  

Burada ܣ ve ܤ sabit sayıları ߣ parametresine bağlı olabilen keyfi sabit sayılardır. 

Burada ߣ parametresi keyfi değerler alabilen  parametredir. 

Burada (4.13) eşitliğine dayanarak 

,ݔሺݑ ሻݐ ൌ ݁ି௔
మఒమ௧ሾܣሺߣሻܿݔߣݏ݋ ൅  ሿ (4.14)ݔߣ݊݅ݏሻߣሺܤ

fonksiyonunun keyfi  ܣሺߣሻ ve ܤሺߣሻ için (4.11) denkleminin çözümü olduğu görülür. 

(4.11) denklemi lineer homojen kısmi diferansiyel denklem olduğundan bu denklemin (4.14) 

şekilli çözümünün  ߣ parametresine nazaran integrali de (4.11) denkleminin çözümü olabilir. 

Böylece, 

,ݔሺݑ ሻݐ ൌ න ݁ି௔
మఒమ௧ሾܣሺߣሻܿݔߣݏ݋ ൅ ሿݔߣ݊݅ݏሻߣሺܤ

ାஶ

ିஶ
 (4.15) ߣ݀

formülündeki integral yakınsak olduğunda ve bu integrali bir kez ݐ değişkenine nazaran 

diferansiyelleyebildiğimizde ve iki kez ݔ değişkenine nazaran diferansiyelleyebildiğimizde bu 

(4.15)  formülü ile bulunan ݑሺݔ,  .ሻ fonksiyonu (4.11) denkleminin genel çözümü olurݐ

Bu (4.15) formülündeki ܣሺߣሻ ve   ܤሺߣሻ  katsayılarını öyle seçelim ki,(4.12) Cauchy şartı da 

sağlansın. 

Bu amaçla (4.15) formülünde 0= ݐ alıp (4.12) Cauchy şartını kullanarak aşağıdaki eşitliği 

bulunur: 

߮ሺݔሻ ൌ න ሾܣሺߣሻܿݔߣݏ݋ ൅ ሿݔߣ݊݅ݏሻߣሺܤ
ାஶ

ିஶ
 (4.16) ߣ݀

Bu (4.16) eşitliğindeki ܣሺߣሻ ve ܤሺߣሻ katsayılarını bulmak için ߮ሺݔሻ fonksiyonunun Fourier 

dönüşümünü yazalım: 



 
 

߮ሺݔሻ ൌ
1
ߨ2

න ቎ න ߮ሺߦሻܿߦ݀ߦߣݏ݋. ݔߣݏ݋ܿ ൅

ାஶ

ିஶ

න ߮ሺߦሻߦ݀ߦߣ݊݅ݏ. ݔߣ݊݅ݏ

ାஶ

ିஶ

቏ ߣ݀

ାஶ

ିஶ

  

Bu sonuncu açılımı ߮ሺݔሻ fonksiyonunun (4.16) açılımı ile karşılaştırdığımızda  ܣሺߣሻ ve	ܤሺߣሻ 

katsayıları için aşağıdaki ifadeleri bulunur: 

ሻߣሺܣ ൌ
1
ߨ2

න ߮ሺߦሻܿߦ݀ߦߣݏ݋

ାஶ

ିஶ

, ሻߣሺܤ ൌ
1
ߨ2

න ߮ሺߦሻߦ݀ߦߣ݊݅ݏ

ାஶ

ିஶ

 (4.17) 

 ሻ katsayılarının (4.17) ifadelerini (4.15) formülünde uygun olarak yerlerineߣሺܤ	ሻ veߣሺܣ

yazarak (4.11)-(4.12) Cauchy probleminin çözümü aşağıdaki şekilde bulunur: 

,ݔሺݑ ሻݐ ൌ
1
ߨ2

න ݁ି௔
మఒమ௧ ቎ න ߮ሺߦሻcos	ሺߦ െ ߦሻ݀ݔ

ାஶ

ିஶ

቏
ାஶ

ିஶ
ߣ݀ ൌ 

1
ߨ
න ቎ න ߮ሺߦሻ݁ି௔

మఒమ௧ܿߣݏ݋ሺߦ െ ߦሻ݀ݔ

ାஶ

ିஶ

቏

ஶ

଴

 ߣ݀

 

Bu sonuncu açılımda integrallerin sırasını değiştirerek ݑሺݔ,  ሻ fonksiyonu için aşağıdakiݐ

formülü elde edilir: 

,ݔሺݑ ሻݐ ൌ
1
ߨ
න ߮ሺߦሻ ൥න ݁ି௔

మఒమ௧ܿߣݏ݋ሺߦ െ ߣሻ݀ݔ

ஶ

଴

൩

ஶ

ିஶ

 (4.18) ߦ݀

Burada (4.18) formülündeki parantez içerisindeki  

න ݁ି௔
మఒమ௧ܿߣݏ݋ሺߦ െ ߣሻ݀ݔ

ஶ

଴

  

integrali ݁ି௔
మఒమ௧ fonksiyonunun kosinus Fourier dönüşümü olup 

න ݁ି௔
మఒమ௧ܿߣݏ݋ሺߦ െ ߣሻ݀ݔ

ஶ

଴

ൌ
ߨ√

ݐ√2ܽ
݁ି

ሺకି௫ሻమ

ସ௔మ௧  (4.19) 

formülü ile hesaplanır (Tixonov,Saamarskiy,1962). 

Bu (4.19) eşitliğini (4.18) eşitliğinin sağ yanındaki parantezde yerine yazarsak (4.11)-(4.12) 

Cauchy probleminin çözümü 



 
 

,ݔሺݑ ሻݐ ൌ න ߮ሺߦሻ

ஶ

ିஶ

1

ݐߨ√2ܽ
݁ି

ሺకି௫ሻమ

ସ௔మ௧  (4.20) ߦ݀	

şeklinde elde edilmiş olur. 

4.3.Goursat probleminin çözümüne ait bir örnek 

Burada 

߲ଶݑ
ଶݔ߲

൅ ݕ
߲ଶݑ
ଶݕ߲

൅
1
2
ݑ߲
ݕ߲

ൌ 0, ሺݕ ൏ 0ሻ (4.21) 

denklemi için Goursat problemini yazıp çözelim. 

Bu amaçla (4.21) denkleminin karakteristiklerini bulalım. Bu (4.21) denkleminde 

ଶܤ olduğundan ݕ=ܥ	,0=ܤ,1=ܣ െ ܥܣ ൌ െݕ ൐ 0  olur. 

Bu yüzden de ele aldığımız (4.21) denklemi hiperbolik tip diferansiyel denklemdir. 

Ele aldığımız (4.21) denkleminin karakteristik denklemi 

൬
ݕ݀
ݔ݀
൰
ଶ

൅ ݕ ൌ 0  

şeklinde olur.(4.21) denkleminin karakteristik denklemler sistemi ise 

ݕ݀
ݔ݀

ൌ ඥെݕ,
ݕ݀
ݔ݀

ൌ െඥെݕ,  

şeklinde bulunur. 

Bu denklemlerin genel çözümleri 

߮ሺݔ, ሻݕ ൌ ݔ െ 2ඥെݕ ൌ ܿଵ  

߮ሺݔ, ሻݕ ൌ ݔ ൅ 2ඥെݕ ൌ ܿଶ	  
 

olduklarından (4.21) denkleminde ݔ ve ݕ değişkenlerini  

ߦ ൌ ݔ െ 2ඥെݕ  

ߟ ൌ ݔ ൅ 2ඥെݕ  
(4.22) 

değişimi ile yapılması gerekir. 

Burada 



 
 

ݑ߲
ݔ߲

ൌ
ݑ߲
ߦ߲
	
ߦ߲
ݔ߲

൅
ݑ߲
ߟ߲
	
ߟ߲
ݔ߲

ൌ
ݑ߲
ߦ߲

൅
ݑ߲
ߟ߲
			, 

ݑ߲
ݕ߲

ൌ
ݑ߲
ߦ߲
	
ߦ߲
ݕ߲

൅
ݑ߲
ߟ߲
	
ߟ߲
ݕ߲

ൌ
1

ඥെݕ

ݑ߲
ߦ߲

െ
1

ඥെݕ

ݑ߲
ߟ߲
			 

 

olduğundan ve 

߲ଶݑ
ଶݔ߲

ൌ
߲ଶݑ
ଶߦ߲

	൬
ߦ߲
ݔ߲
൰
ଶ

൅ 2
߲ଶݑ
ߟ߲ߦ߲

	
ߟ߲
ݔ߲
	
ߦ߲
ݔ߲

൅
߲ଶݑ
ଶߟ߲

	൬
ߟ߲
ݔ߲
൰
ଶ

൅
ݑ߲
ߦ߲
	
߲ଶߦ
ଶݔ߲

൅
ݑ߲
ߟ߲
	
߲ଶߟ
ଶݔ߲

ൌ
߲ଶݑ
ଶߦ߲

൅ 2
߲ଶݑ
ߟ߲ߦ߲

൅
߲ଶݑ
ଶߟ߲

, 

 

 böylece , 

߲ଶݑ
ଶݔ߲

ൌ
߲ଶݑ
ଶߦ߲

൅ 2
߲ଶݑ
ߟ߲ߦ߲

൅
߲ଶݑ
ଶߟ߲

  

olur. 

Burada 

߲ଶݑ
ଶݕ߲

ൌ
߲ଶݑ
ଶߦ߲

	൬
ߦ߲
ݕ߲
൰
ଶ

൅ 2
߲ଶݑ
ߟ߲ߦ߲

	
ߟ߲
ݕ߲
	
ߦ߲
ݕ߲

൅
߲ଶݑ
ଶߟ߲

	൬
ߟ߲
ݕ߲
൰
ଶ

൅
ݑ߲
ߦ߲
	
߲ଶߦ
ଶݕ߲

൅
ݑ߲
ߟ߲
	
߲ଶߟ
ଶݕ߲

 

ൌ െ
߲ଶݑ
ଶߦ߲

	
1
ݕ
൅
2
ݕ
߲ଶݑ
ߟ߲ߦ߲

െ
1
ݕ
߲ଶݑ
ଶߟ߲

െ
1

ݕඥെݕ2
൬
ݑ߲
ߦ߲

െ
ݑ߲
ߟ߲
൰ 

 

böylece, 

߲ଶݑ
ଶݕ߲

ൌ െ
1
ݕ
߲ଶݑ
ଶߦ߲

൅
2
ݕ
߲ଶݑ
ߟ߲ߦ߲

െ
1
ݕ
߲ଶݑ
ଶߟ߲

െ
1

ݕඥെݕ2
൬
ݑ߲
ߦ߲

െ
ݑ߲
ߟ߲
൰  

eşitliği elde edilir. 

Bulunmuş bu türevleri ele aldığımız denklemde uygun olarak yerlerine yazıp 

sadeleştirdiğimizde ele aldığımız denklemin kanonik şekli  

߲ଶݑ
ߟ߲ߦ߲

ൌ 0  

şeklinde bulunur. Bu sonuncu denklemin genel çözümü 

,ߦሺݑ ሻߟ ൌ ሻߦଵሺߠ ൅   ሻߟଶሺߠ

şeklinde yazılır. 



 
 

Burada  

ߦ ൌ ݔ െ 2ඥെߟ,ݕ ൌ ݔ ൅ 2ඥെݕ  

karakteristiklerini üstteki eşitlikte ߦ ve ߟ -nın yerlerine yazdığımızda ele aldığımız (4.21) 

denkleminin genel çözümü 

,ݔሺݑ ሻݕ ൌ ݔଵ൫ߠ െ 2ඥെݕ൯ ൅ ݔଶ൫ߠ ൅ 2ඥെݕ൯ (4.23) 

şeklinde bulunur. 

Burada ߠଵ  ve  ߠଶ fonksiyonlarının argumentlerinin iki kez sürekli diferansiyellenen keyfi 

alınmış fonksiyonlardır. 

Şimdi (4.21) denkleminin  

:ଵܮ ݔ െ 2ඥെݕ ൌ 0   

karakteristiğinin OB kısmında ve 

:ଶܮ ݔ ൅ 2ඥെݕ ൌ 0   

karakteristiğinin AB kısmında verilmiş 

,ݔሺݑ ሻ|௅భݕ ൌ ߰ଵሺݔሻ, 0 ൑ ݔ ൑
1
2

 

,ݔሺݑ ሻ|௅మݕ ൌ ߰ଶሺݔሻ,
1
2
൑ ݔ ൑ 1 

(4.24) 

şartlarını sağlayan Goursat problemini çözelim. 

Burada  

߰ଵ ൬
1
2
൰ ൌ ߰ଶ ൬

1
2
൰  

şartının sağlanması gerekir. 

Şimdi ele aldığımız (4.21)-(4.24) Goursat problemini çözmek için (4.21) denkleminin genel 

(4.23) çözümünde (4.24) Goursat şartlarını kullanarak  ߠଵ ve ߠଶ fonksiyonlarının bulunması 

için aşağıdaki denklemler sistemi bulunur: 

ଵሺ0ሻߠ ൅ ሻݔଶሺ2ߠ ൌ ߰ଵሺݔሻ, 0 ൑ ݔ ൑
1
2

 

ݔଵሺ2ߠ െ 1ሻ ൅ ଶሺ0ሻߠ ൌ ߰ଶሺݔሻ,
1
2
൑ ݔ ൑ 1 

 



 
 

Bu sistemden 

ݔଵሺ2ߠ െ 1ሻ ൌ ߰ଶሺݔሻ െ   ଶሺ0ሻߠ

ሻݔଶሺ2ߠ ൌ ߰ଵሺݔሻ െ  ଵሺ0ሻߠ
 

veya  

ݔଵ൫ߠ െ 2ඥെݕ൯ ൌ ߰ଶ ቆ
ݔ െ 2ඥെݕ ൅ 1

2
ቇ െ  ,ଶሺ1ሻߠ

ݔଶ൫ߠ ൅ 2ඥെݕ൯ ൌ ߰ଵ ቆ
ݔ ൅ 2ඥെݕ

2
ቇ െ  ଵሺ0ሻߠ

 

eşitlikleri bulunur. 

Buradan da 

,ݔሺݑ ሻݕ ൌ ߰ଵ ቆ
ݔ ൅ 2ඥെݕ

2
ቇ ൅ ߰ଶ ቆ

ݔ െ 2ඥെݕ ൅ 1
2

ቇ െ ሾߠଵሺ0ሻ ൅   ଶሺ1ሻሿߠ

eşitliği çıkar. 

Şarta göre	߰ଵ ቀ
ଵ

ଶ
ቁ ൌ ߰ଶ ቀ

ଵ

ଶ
ቁ eşitliğinin sağlanmasından 

ଵሺ0ሻߠ ൅ ଶሺ1ሻߠ ൌ ߰ଵ ൬
1
2
൰ െ ߰ଶ ൬

1
2
൰  

eşitliği sağlanır. 

Böylece, ele aldığımız (4.21)-(4.24) Goursat probleminin çözümü  

,ݔሺݑ ሻݕ ൌ ߰ଵ ቆ
ݔ ൅ 2ඥെݕ

2
ቇ ൅ ߰ଶ ቆ

ݔ െ 2ඥെݕ ൅ 1

2
ቇ െ ߰ଵ ൬

1
2
൰  

şeklinde bulunmuş olur. 

 

 

 

 

 



 
 

SONUÇ 

Bu tezde ikinci mertebeli kısmi diferansiyel denklemler için Cauchy ve Goursat problemleri 

ele alındı. Tezin konusu ile bağlantılı ön bilgiler ve ön bilgilerin açıklamaları verildi. İkinci 

mertebeli kısmi diferansiyel denklemlerin kanonik (sade) şekle getirilmesinin yöntemi 

gösterildi. Ayrı ayrı örneklerde ikinci mertebeli kısmi diferansiyel denklemlerin kanonik şekle 

getirilmesi ve bu denklemlerin genel çözümünün bulunması gösterildi. 

Sonsuz telin(sınırsız telin) titreşimleri denklemi için ve sınırsız telde ısı iletişimin denklemi 

için Cauchy problemlerinin çözümünün bulunması gösterildi. 

İkinci mertebeli kısmi türevli bir diferansiyel denklem için bir Goursat problemi ele alındı ve 

çözüldü. 
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